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MINIMUM ENERJI ILE LINEER SISTEMDE OPTIMAIL KONTROL ETMEK

OZET

Bu calismada, minimum enerji ile lineer sistemde optimal kontrol

etmek problemi matrisler ve lineer denklem sistemleri vyardimiyla
cozllmistir.
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THE CONTROL OPTIMAL IN LINEAR SYSTEM WITH MINIMUM ENERGY

ABSTRACT

In this study, minimum energy and in linear system to control
optimal problem has been solved by matrices and linear equation
systems.
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1. GIiRis (INTRODUCTION)
Kontrol edilebilen islem asagidaki denklem ile tanimlansin.

X(n+l)=A(n)x(n)+B(n)y(n)+£f(n), (0 =n=N) (1)

Burada x(n)=(¥:(n),..., ¥=(n)) m-boyutlu vektdr, A(n) mxm-boyutlu,
B(n) mxr-boyutlu matrislerdir. y(n)=(¥» (n),..., % (n)) r-boyutlu kontrol
vektori, f(n)=(f(), ..., fe(n)) dis kuvvetler vektdri ve

n)e(FO.N), n=0012..N=1N N verilen bir dogal sayidir.
Kabul edelim ki herhangi bir vy=y(n)& i fonksiyonu kontrol
fonksiyonu olsun Boyle blr fonk31yon asagidaki sarti saglamalidir.

Ialr-ZIund "Z le () < <. @)

n=0r i=1
T(n,K) matrisi (1) denklemine uygun homojen denklemin temel matrisi ve
T(n,n)=I (I birim matristir). T(n,K) temel matrisi bu formda tanimlanan

bir matris olmak tzere z*(n),...z™n) fonksiyonlara, lineer homojen
sistemin,
Z (n+l)=A(n)z (n) (3)
m lineer badimsiz c¢ozimleri olsunlar. Bu c¢ozimlerden asagidaki matris
yazilabilir.
zitn) = zff(n)
W(n)= : = 5 (4)
gx(n) = zHM)
Burada “K.” stitunlarin elemanlari =z"(n} vektorinin bilesenleridir. Burada
ispat edilebilir ki
T (n, K) =W (n) W=*(K) (5)
dir ve W™K} matrisi (4) matrisinin tersidir. EJer (3) sistemindeki A
matrisi n den badimsiz ise, yani sabit ise, (5) matrisi,

T (n,K)=A""% (6)
matrisine donitsitr. (1) denkleminin
X (0)=x" (7)
baslangic sartini saglayan c¢ozimi asadidaki gibi yazabilir:
X(n) = TE.0)* + ) T(n KB = Dy(K =1 + f(K = 1) ®
A=l

Kabul edelim ki (7) sartindaki " ve ™, E" Oklid uzayinda verilmis
vektdrlerdir. (2) sartini sadlayan y=y(n)&I:(0.N) fonksiyonlarindan &yle
bir y=y"(nJkontrol fonksiyonu bulacadiz ki, ona uygun olan (1) ve (7)
denklemini saglayan x(n) ¢ozimi

X (N) =¥ (9)
sartini da saglasin ve y:yWHJ fonksiyonunda asagidaki fonksiyonel,
T=llyell & 0., (10)

minimum dederine sahip olsun.
Simdi bu problemi ¢ozelim:
Bunun icin (8) ifadesini(9) da yerine yazarsak,
X

Z TINE)BK =1)y(K =1) = € (11)
denklemi elde edilir. Buradan,
¥
C=X¥ —T(N,0)x% - ZT[N,H]f[R’ -1) {12)
A=

T(N,K)B(K-1) matrisinin i.satirinin elemanlarindan olusan vektoéri hi(n)
sembolil ile gdsterelim. O zaman (11) sarti

thpyk=m € (i=12,...m) (13)
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sartina doniisir. (13) dn sol tarafindaki sembol [(0.N) uzayinin
elemanlarinin ic¢c carpimidir. Yani a(n),b(n) €li(0.NJ ise
¥

(@bi=) Y a (e a4)
n=l (=i

dir.

2. CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICATION)

Bu c¢alisma, minimum enerji ile lineer sistemde optimal kontrol
etmek amaciyla hazirlanmistir. Minimal enerji ile optimal kontrol etmek
problemi asagidaki sekilde tanimlanip, matrisler ve lineer denklem
sistemlerinin ¢odziim metodu ile c¢oziilecektir. Calisma bundan sonra benzer
konularda vyapilacak olan diger c¢alismalara o6rnek olmasi agisindan Onem
arzetmektedir.

[E{0.N) uzayinda 06yle bir y=¥" elemanini bulacadiz ki, onun normu
(10) da ki minimum dedere sahip olsun ve (13) sartlari saglansin.

Bu sekilde formiile edilmis minimal enerji ile optimal kontrol etmek
problemi buna yakin minimal uzunludu olan vektdriin problemine doéniisiir. Bu
problemde Hilbert uzayinin elemanlarini ortogonal bdlme metodunu
tanimlayan Levi teoremine gdre ¢bdzebiliriz.

Kabul edelim ki H uzayi H{0.N)} Hilbert uzayinin alt uzayidir ve her
h(n)e H icin

TR

hin) = Z oc; by () (15)
=]
esitligi saglanir. Burada % ..%, keyfi reel sabitlerdir. Hhy(n) . hs(nl
vektdrleri ise (8) ifadesinden alinmistir. Bu durumda her ¥&I[Z(0,N)icin
bir tek esitlik olan y=h+g, hE H, g dik H sadlanabilir ve

o

HyN: = |lKllF + |9|: (16)
olur. Dolayisiyla &hayt=1{h,h}), (i=1,2,..,m) ve y elemaninin g parcasi
(13) sartinin saglanmasina etki etmez. Burada LA semboll

[2(0,N)uzayindaki ic¢ carpimdir. Fakat (16) esitliginden y elemaninin g
parcasi y nin normuna etki edebilir.
Buna gore, eder minimal enerji ile kontrol etmek probleminin
cozimil varsa o cézim y=y(nj@H ve
{113

,ﬁ(ﬂz . b (). a7
=1

H uzayinin (17) elemani (13) sartini saglamalidair. Bunun ic¢in
G

M= ( (18)
lineer denklem sistepinin cozumi olacaktir. Burada,

M={¢h;. hl-}};};; (19)
hy(n)i o By (nl vektdrlerinden meydana gelen Gram matrisidir. C vektdéri

ise (12) ifadesi ile belirtile bilinir.Dolayisiyla asagidaki teorem
ispatlanmis olur:

Teorem 1: Minimum enerji ile lineer sistemde optimal kontrol
etmek probleminin ¢6ziminin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart (18)
lineer denklem sisteminin ¢dzimiiniin var olmasidir.

M matrisinin ranki Bg{n)....Byin} vektdrler climlesindeki lineer
bajimsiz vektdrlerin sayisina esittir. & (M) vektdrleri T(N,K)B(K-1)
matrisinin i. satirinin elemanlarindan oldugundan M matrisi asagdidaki
gibi yazilabilir.
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N
M= Z TN KEK - DB K- DT NK @9
Kwl
Burada E'matrisi B matrisinin transpozudur ve M simetrik bir
matristir.
Tanim 1:M matrisine pozitif matris denir, eJer her &= ([ .yl
icin iM% xlz 0 gerek ve yeter sart ®=10 olmasidir.
Bu ifadeler ve bu tanimdan asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 2:Minimal enerji ile (1) lineer sisteminde her hangi bir
° ve xM vektérleri igin (7) wve (9) sartlarini saglayan ¢Ozimiin var
olmasi ic¢cin gerek ve yeter sart (20) matrisinin pozitif olmasidir veya
he(n)iw Amin) vektdrlerinin lineer badimsiz olmasidir.

3. ORNEK UYGULAMA (SAMPLE APPLY)
Ornek olarak kabul edelim ki kontrol edilebilen islem asagidaki

farkli denklemler sistemi @ =Zn = 10 olmak lizere verilmis olsun:
xyln) = x )+ xzn) 4 o+ (9 =)z

xif;lq:l'z 3{;(?1:'4-'“1-}'; (21)
x3ln) = %) + x,(n)
xyln) = n+yrh-—g
Burada g-sabit, Mm.» - kontrol fonksiyonlaridir. Sistemin baslangicg
durumu,
x'“‘=[xf', xg,xg.r::] (22)
Oyle bir wfn).mi(n) fonksiyonlari bulacagiz ki (21) sistemi (22)
durumundan
x* = (0.0.0.0) (23)
durumuna geg¢sin ve fonksiyonel,
L
[= 2[}'{'(:1] + yE(m)] (24)
=

minimal dederine sahip olsun.
Eer (21) sistemini (1) matris denklemi seklinde yaza;sak,

1100 0 g—K 0\

=[® 1 0 0 =01 0 = [T | 0

H_(U o1 1) R_cu o | }_(h)’ =10 (25)
‘o0 0 0 1 ‘11 -g

elde edilir.
Homojen sistemin temel matrisini (6) ve (25) ifadelerinden
yvararlanarak yazabiliriz.
(1l n=K 0 0

Tk} = T(n = K) = g"=F .{g a E ml:l_ﬂ-) olup, buradan,

0 0 1
f1 10=K 0 0 0 10 =K 10 =K 10=K
- - 0 1 ¢ 0 1 0 1 0
rao-mae-na(S 3 9, Q)] ) lolx 10"
0 01 7" 1 | 1
ve hi(K). (i m1.2.34) vektdrlerini elde ederiz.
_ o (10 =K _ 1 _n
m() =) = (10 " ). B =(Q). m) = (1) (26)
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(13) sistemini yazabilmek icg¢in C vektdriinii (12) ve (13) ifadelerinden
hesaplayabiliriz:

€ 1 10 0 0 rg
ex(g)--amestamiron-(8 3 ¢ o) 3
g 0 0 0o 17\,
1 n=K0 0 0" xi +10x7 0
_ge [0 1 0 0 o jo_| 2 .. [o
#=lo 0 1 10-K){ 0 x§+10:3 | TIN48 |
0 0 0 1 =g o 10
Buradan (13) sistemi asagidaki sekilde yazilabilir.
18
2710 = KMy (& = 1) + 3 (& = D] = =xf = 108,
K=l

10
2.0 = Ky (& = 1) + 3, (K = 1)] = 45g - x§ - 105,
E=1
10
Z[mﬁ'- 1)+ 3K = 1)] = =x3 + 10g.
=0
(206) ifadesindeki vektdrlerden doért tanesinden 1{U¢ tanesi lineer
bagimsizdir. hy(K) =h:(K) dir. Buna gdére minimal enerji ile kontrol
etmek probleminin ¢oziilebilmesi icin,

x4+ 1048 — x§ - 10x5 + 45g = 0
sarti saglanmalidir. Yani {x?,xi-xixgj- x" baslangi¢ noktasi

(a.x) = 43g (28)
hiper diizleminde vyer almalidir. Burada a=(=1,=-10,1107 sabit bir
vektordir. EJer bu sart saglanmiyorsa istenilen kontrol fonksiyonu
¥¥(n) e esittir.

) = (;-fcn}) = yuhy (0) + 73Ry () 4 yghy(n)

yi(n)
yani,
i) =010 —ndyy + 93 + 74 (29)
¥Win) =0 —ndyy +93 +7, -

(29) sisteminden () ve ¥ml i (27) de 1.,2. ve 4. denklemlerde
yerlerine yazarsak,

10
310 = K)[201 = Ky, 4 1 + 20,) m =x] = 1015

E=1
i

I{ll - H:l'ﬁ + ¥z + 2?",4] = —."i'r?
=1 (30)
10

2011 = K)yy + 13 + 21 = ==} + 10g

sistemini elde ederiz.
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10
(11 -K)=10+9+-~+24+1=35,

Ea
10

Z(m-x]-';+E+-~+z+1+n-_}s.

K=1
18

Z';W -KM1l-K)=910+89+ + 2.3+ 1.2 = 330,
HKml
oldugundan (30) sistemi,

660% + 453y £ 00y, = —x¥ — 102,
55% + 10y + 10 = =%,
110¥y + 10y + 20y = =x§ + 10g.
istemine donisiir. Buradan,
S . - D
Earrl St Tl e

+—x3— g (31)

]f’.t:-xi +-15'- :XF +'.9‘

olur. Fi.¥+. 7= 1fadeler1n1 (29) da yerine vyazarsak, istenilen minimal
enerji ile optimal kontrol edilebilen fonksiyonlarl elde ederiz:

i M p 3T o 3T S S . L L
i) = TR TR +"e'“ 29+ 1.55‘]rl T up-‘i'*" “g)n (32)
Fo) @y 2 L0 I = uiu__ui
yin) = 104 Xt g %s ::9-4-{“5::‘4-1“:&’- 10 "+'1'_ )n.

4. SONUC (CONCLUSION)

Verilen problem tam ¢ozilmliistiir. Bu ¢dzlim x° baslangi¢ noktasinin
(28) hiper diizlemine ait olmasi sarti ile bulunmustur. EdJer x® (28)
hiper diizleminin elemani dedil ise, yukarida formile edilmis problemin
cOzUumi yoktur. (32) fonksiyonlarinda (24) fonksiyoneli minimal
deerine sahiptir.
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