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TESADUFI DEGISKENLERLE ILGILI BAZI YAKINSAKLIK CESITLERININ
KARSILASTIRILMASI

OZET
Bu c¢alismada, tesadifi degiskenlerin vyakinsaklig: ile ilgili
olan noktasal yakinsaklik, hemen hemen her vyerde vyakinsaklik,
ortalama-kare anlaminda vyakinsaklik, istatistiksel vyakinsaklik ve
dagilimsal vyakinsaklik kavramlari incelenmis ve aralarindaki bazi
iliskiler verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Noktasal Yakinsaklik, Hemen Hemen Her Yerde
Yakinsaklik, Ortalama-Kare Anlaminda
Yakinsaklik, Istatistiksel Yakinsakluik,
Dagilimsal Yakinsaklik

THE COMPARISON OF SOME CONVERGENCE MODES FOR RANDOM VARIABLES

ABSTRACT
In this study, the concepts of convergence in pointwise, almost
everywhere convergence, convergence 1in mean-square, convergence 1in

probability and convergence in distribution for random variables are
considered and given some relations among them.
Keywords: Convergence in Pointwise, Almost Everywhere
Convergence, Convergence in Mean-Square, Convergence
in Probability, Convergence in Distribution
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1. GIiRis (INTRODUCTION)
(X, (w)), (Q,3,P) olasilik wuzayi fizerinde tanimli tesadifi
deJiskenlerin bir dizisi olsun. Ae€3 olmak tzere her bir weA icin

limx, (w)= X(w) olacak sekilde A lzerinde tanimlanan bir X (w) mevcut
n—oo

ise (X,(w)) dizisi, (noktasal) yakinsaktir denir. Yani, her € > 0 ve
her bir weA ic¢in bir ngy(g,w) wvardir oOyle ki Yn > ng oldugunda | X, (w)
- X(w)|] < ¢€'dir. Buda, Dbir deneyin sonucu ne olursa olsun X, —> X

demektir. Eder, A=Q ise vyakinsaklik her vyerdedir denir. Bununla
birlikte bu sekildeki kuvvetli yakinsaklik, olasilik modellerini hemen
hemen tam olarak karakterize etmez. Ornedin, diizgiin bir madeni para n
defa atildiginda tura gelmesi orani, sifir olasiligina sahip olmayan
sonsuz dizilere ragmen bitiin diziler icin 1/2’ye yakinsamaz. O halde,
sifir olasilikli bir w cimlesi harig¢, blUtin w’lar icin X,(w), X(w)’ya
vakinsayacak sekilde daha zayif bir vyakinsaklik c¢esidine ihtiyag
vardir. Tesadifi degiskenler dizisinin yakinsakligindan ziyade
ortalamalarin vyakinsakligini olusturacagimiz bazi fiziksel durumlar
ig¢in bu yakinsaklik, oldukg¢a kuvvetli bir kavramdir.

2. CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Bu calismada tesadiufi dediskenlerle ilgili vyakinsaklik tirleri
arastirilip, aralarindaki iliskiler wverilmistir. Calisma bulgular:
bundan sonra ve bu konuda yapilacak calismalara ornek olmasi agisindan
Onem arz etmektedir.

3. BAZI YAKINSAKLIK GESITLERI (SOME CONVERGENCE MODES)
Hemen hemen her yerde yakinsaklik: Tesadiifi degiskenlerin bir

(X, (w)) dizisi i¢inVweQ\ N olmak tizere

limx, (w) = X(w) (sonlu) veya P{w: liMmx,(w) = X(w)}=1
n—oo n—oo
olacak sekilde bir sifir Olcimlid N cimlesi wvarsa (X,(w)) dizisine,
hhhy
X(w)’ya hemen hemen her yerde yakinsaktir denir ve X, — X ile
gdsterilir (1, 4, 6, 7, 8 ve 9]. Tipik bir Ornek olarak; s? drnek
varyansinin, o? anakiitle varyansina h.h. her yerde yakinsadigi

soylenebilir. Noktasal vyakinsaklik ile h.h. her vyerde vyakinsaklig:
karsilastirirsak asagidaki ifadeyi verebiliriz.

(Xy(w)) dizisinin, X(w) fonksiyonuna Q {zerinde h.h. her yerde
yakinsak olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul, (Xp(w))'nin X(w)'’vya
noktasal yakinsamadigi noktalarin ciimlesinin sifir 6lctimli olmasidir.

Buna gore; (X,(w)), X(w)’ya h.h. her yerde yakinsak ise €& > 0

verildiginde Q ’'nin 6yle bir N alt cumlesi vardir ki P(N) = 0 ve weQ\
N i¢in bir np(g,w) vardir oyle ki ¥ n >ng icin [X,(w)-X(w)| < €'dir [1].
hhhy
Teorem 1: X, — X olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul, her bir g >
0 icin
limP{w: her n > m icin | X,(w) - X(w)| < g} =1
m-—o0

veya bu ifadeye esde§er olan

limp{w : bazi n > m icin | X,(w) - X(w)| > €} = 0
m-—o0
olmasidir [2].
Teorem 2: (X,(w)), X(w)’ya noktasal yakinsak ise h.h.her vyerde

X(w)'’ya yakinsaktir [1]. Bu teoremin tersi, dodru dedgildir. Bunu, bir
O0rnekle ifade edelim.

667



e-Journal of New World Sciences Academy
Natural and Applied Sciences, 3, (4), A0108, 666-670.
Gungoér, M., Gokhan, A., Altin, Y. ve Bulut, Y.

Ornek 1: [0, 1] araliinda tanimli (X,(w)) = (w - w") dizisi,
X(w) = w'ya h.h. her vyerde vyakinsaktir fakat, noktasal yakinsak
degildir. Cunkid, (X,(w)) dizisi, [0, 1] dzerinde noktasal yakinsaktair.

Istatistiksel yakinsaklik: (X, (w)), tesadifi deJiskenlerin bir

dizisi ve weQ olsun. EJer, her bir ¢ > 0 ve d > 0 ic¢in her n 2> ng
olmak lzere

P{w : | Xp(w) — X(w)]|] > € }< &
olacak sekilde bir n, € N varsa yani, her bir ¢ > 0 ig¢in
limP{w : | X,(w) - X(w)| >¢&} =0
n—0o0
ist
ise (Xp(w)) dizisi, X(w)’'ya istatistiksel yakinsaktir denir ve X, —>X

ile gosterilir [2, 4, 5, 6, 7, 8 ve 9].
ist ist

Teorem 3: X,—X ve X,—>Y ise hemen hemen her vyerde, X=Y'dir
[27.

Teorem 4: EJer (X,(w)), X(w)’ya h.h.her yerde yakinsak ise ayni
zamanda, X (w)’ya istatistiksel vyakinsaktir [9]. Bu teoremin tersi,
dodru degildir. Bunu bir ornekle gdsterelim.

Ornek 2: P{a < w £ b} = b-a olmak iizere [0, 1] araligi idzerinde
i =1, 2, 3, ... ve 3 =1, 2, ..., 1 icin (Z”(w)) tesadufi
degiskenler dizisini,

j—1 i .

1 , = <W < ] ise
Zij (w) = [ [
0, oOteki hallerde

olarak tanimlayalim. Bu dizi, istatistiksel yakinsak fakat, h.h. her
yerde yakinsak degildir. Simdi; bunu, gdsterelim.

I={(4i, 3 ) + i =1, 2, 3, ... ve 3 =1, 2, ..., 1} di¢in J: I
. . ii-1) .
—> N , JC1i , 3 ) = n = ——+ J olmak tlzere Zu(w) tesadufi
2

degiskenini, Zo(w)= X, (w) olarak yeniden diizenleyelim. X (w) = 0
secelim. ¢ 2 1 ig¢in

P{w: | X, (w) - X(w) | >} =P {¢p} =0
ve 0 < € < 1 icin

] -1
P{w : X, (w) — X(w) | >¢€} =P{w : | X (w) | =1 >¢g} =+ - — =
| i
! L — 0
_<—
I \2n -1
ist
olup, buda Xp(w) —> X(w) = 0 demektir. Bununla birlikte; X, (w),
X(w)’ya h.h. her yerde yakinsak degildir. Gercektende, we (0, 1] wve
herhangi bir ng ic¢in X,(w) = 1 olacak sekilde bir n 2 ny vardir. Yani,
P{w: lim X,(w) = X(w)=0} = 0
Nn—0o0

olur.

ist hhhy
Teorem 5: X,—>X ise k—> o ig¢in X,k —> X olacak sekilde (X,(w))
dizisinin bir (X, (w)) alt dizisi vardir [7].
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Ortalama-kare anlaminda yakinsaklik: EgJer IM1E{|XHWW-X0N)F} =0
n—oo

ise (Xy(w)) dizisine, X(w)’ya ortalama-kare anlaminda yakinsaktir
L2
denir ve X,—> X 1le gbsterilir [6]
Teorem 6: Ortalama-kare anlaminda vyakinsaklik, istatistiksel
yakinsakligi gerektirir. Yani;
L, ist
X, — X = X, > X

ifadesi yazilabilir [6].

Istatistiksel yakinsaklik, ortalama-kare anlaminda yakinsakliga
gerektirmez. Bu durum, asagidaki Ornekle ac¢iklanmaktadir.

Ornek 3: P{w: X,(w) = 0} = 1- 1/logn ve P{w: X,(w)= n} = 1/logn
ile tanimlanan (X,(w)) dizisi, X(w)=0"a istatistiksel yakinsak fakat,
ortalama-kare anlaminda yakinsak degildir.

Dagilimsal yakinsaklik: F,(X) ve F(X) sirasiyla, X, ve X’in
dagilim fonksiyonlarini gdstersin. F(X)’in siirekli oldugu her bir X
noktasi icin

limr, (x) = F(X)
n—oo
d
ise ( X,) dizisi, X’'e dagilimsal yakinsaktir denir ve Xp,—> X ile

gbsterilir [3], [4], [e6], [71, [9].

Ornek 4: Basarili sonuglarin gelme olasiligi p olan badimsiz
denemelerin bir sonsuz dizisini disinelim. X, , 1lk n sirecgteki
basarili sonuclarin oranini gdstersin. O zaman,

d
n %, -p) /[pa-p)I'? - wo,1)

ifadesi vyazilabilir. Burada, N(0,1); standart normal dagilimi ifade
etmektedir.

Teorem 7: Istatistiksel vyakinsaklik, dagilimsal vyakinsakliga
gerektirir [4].
Asagidaki Ornekte ifade edeceimiz gibi dadilimsal yakinsaklik,
istatistiksel yakinsakligi gerektirmez.

Ornek 5: X(w), standart normal dagilimli olsun ve (X,(w)) dizisi,
X2k+l(w) = X(W)r k = or lr 2!

XZk(W> = _X(W>r k = 1! 2!
seklinde tanimlansin. O zaman,
Fp(X) = F(X)
oldugu kolayca goriltir. Burada dizideki her bir tesadifi degisken,
standart normal dagilimlidir. Boylece,
d
Fu(X) —F(X)

oldugu aciktir. Bununla birlikte, n =2k ( k =1,2, ) icin
| Xy (w) = X(w) | =2 | X(w) |
yazilabilir. Boylece,
P{w: | X, (w) — X(w) | 2 1} = P{ w : |
X(w) | 21/2 }=0.617
olur. Yani; s&éz konusu dizi, istatistiksel yakinsak dedildir.
Teorem 8: (X, (w)), tesadiifi degiskenler dizisi ve c¢ bir sabit
ist d
olmak izere X, —> ¢ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, X, —> cC

olmasidir. Burada,

0 ,x<c¢
Bl = 1 ,x=>c
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seklinde ifade edilmektedir [4].

Istatistiksel yakinsak dizilerin cimlesini, S ile gdsterelim.
Yani,

S ={(Xy(w)) :liIMP{w : | X.(w) - X(w)| > g} = 0}
n—o0
olsun. S clUmlesi, bir vektdr uzayidir. Gercektende,
ist ist ist
i) X, > X ve Y, —> Y ise Xt Y, —> X + Y,
ist ist

ii) a herhangi bir sabit olmak lzere, X, —> X ise aX, —> aX
oldugu kolayca gosterilebilir. Ayni sekilde; noktasal yakinsak, h.h.
her vyerde vyakinsak, ortalama-kare vyakinsak ve dagilimsal vyakinsak
dizilerin cimleleri de, birer vektodr uzayi olusturur.

4. SONUC (RESULT)

Sonug¢ olarak; buraya kadar anlatilanlardan n; noktasal
yakinsakligi gostermek iizere, asadidaki sema verilebilir.
n hhhy

X, &> X = X, =X
L, ist d
X, =X = X, > X = X, > X
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