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BiR FUL HIPERBOLIK BOLGEDE ESIiTSizZLIKLER

OZET
DcC sadece hiperbollerle sinirli bir bdlge (bir ful

hiperbolik bdlge) olsun. Bu bélgede,f(O)Z(),j(a)zzaq,jx—a)zz—aqolan
4m dereceli  kompleks dederli {dnivalant polinom fonksiyonlarin
Lﬁggfxa) sinifi ic¢cin maksimum modil esitsizlikleri elde edilmistir. Bu

4

esitsizliklerde katsayilar: 11ki |a ya bagli olarak; bir digeri

polinomlarin sifirlarina bagli olarak ve dcungusi kl’ya ve

polinomlarin sifirlarina badgli olarak, ¢ farkli sekilde bulunmustur.
Sonra bu ful hiperbolik bolgenin bir ©&zel durumu (Bir Dbirim ful
hiperbolik bdlge) ig¢in esitsizlikler elde edilmistir.
Anahtar Kelimeler: Matematik Analiz, Ongdriilen Uc Dederi Alan
Univalant Fonksiyon, Hiperbolik Bd&lge,
Maksimum Modil Degerler, Esitsizlikler.

INEQUALITIES IN A FULL HYPERBOLICAL REGION

ABSTRACT
Let DcC be a region bounded only by hyperbolas (a full
hyperbolical region). In this region, we obtain maximum modulus

inequalities for the class (ﬁgﬂf«a} of univalent polynomials functions
with complex values of degree 4m, in which [f(0)=0, f(a)=a’,
f(-a)=—-a?. The coefficients in these inequalities are obtained by

; the other one is

three distinct ways: The firs is depending on |a
depending on the zeros of polynomials, and the third is depending on
|a| and on the zeros of polynomials. Then we obtain inequalities for

the special case where our region is a unit full hyperbolical region.
Keywords: Mathematical Analysis, Univalent Functions with
Three Preassigned Values, Hyperbolical Region,
Maximum Modulus Values, Inequalities.
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1. GIRiIS (INTRODUCTION)
D c C bolgesinde f kompleks deerli ve kompleks dediskenli bir

polinom fonksiyon olsun. Mf = I}l%g|f(z)| tanimlayalim. Mfl-fz---f ile

Mfl’Mfz”’Mf (n22) arasinda esitsizlikler D bolgesi Dbirim daire

oldugunda [7, 14, 15 ve 17]'de, D bolgesi R 2>1dairesi oldugunda [6] da

arastirilmistir. Problem iki hiperbolik bdlgede [4]'de ele alinmistir
ve

B, ={z:Re(z’)>a’,~b<Re(z)<b,b>a},ve
B, ={z:Re(z’)<a’,Im(-iz’)<b’,—~c<Imz<c,c>bh}, iki  hiperbolik
bblge olmak lzere asagidaki teoremler ispatlanmistir:

Theorem A. Let M, = max|f(z)
z€0B;

. M, :Izl;lg;f|g(z)| and
M,, :mgx|f(z).g(z)| be the maximum modulus values of the polynomial
: z€0B;
m n
functions f(z)=[[(z—-a). (@, 20), g@=]](z-B,) (B;#0), where
i=1 Jj=1

min([al. ﬁj‘):r (I1<i<ml<j<mn)on the hyperbolic regions B, (i=L2).

2

(1) Let a#r be on the hyperbolic region B,. Then:

m+n

|a—r] 11

— (1)
N2b* —a? 2" 2

(ii) Let mjn(a,b);tr be on the hyperbolic region BZ. Then:

M, 28M, M, with §=

|min(a,b)—r| " 1 1
=l - (2)

V2c? +a? 2" 2"
Theorem B.Let f(z2)=z'[](z-a,), (o, #0,k<m), g(z)=z"[](z-8))
Jj=1

i=l

M, ,20M, M, with 6

(B; #0,p <n)be polynomials on the hyperbolic regions B, (i=12),

satisfiying min([al. ﬁj‘):r (1<i<m—-k, 1<j<n-p).

2

(1) Let a#r be on the hyperbolic region B,. Then:

k+p m+n—k—p
a |a—r| 11

N2a* - b? . N2b? —a? A

(ii) Let mjn(a,b);tr be on the hyperbolic region BZ. Then:

M

> =
rg 2 82.Mf.Mgwhere &,

m+n

min(a,b) ) (|min(a,b) =) 11

e ) e | 2
2c” +a 2c’ +a
Bu teoremler n tane polinom fonksiyon ic¢in de genellestirilmistir.

Ayrica bazi ©6zel durumlar ic¢in de formiller elde edilmistir. [5]'de

pEC,BZ{ZGC:|Z|<r,O<r<OO} ve n=12,...,N (N sonlu) olmak iizere,

Mf'g > 83.Mf.Mg where &, =

0,—-a,a reel noktalarini sabit birakan F :D->C,
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Fn (Z) =z+ p(aznzzn - Z4n) ,0<ax<r inivalant fonksiyonlarin sinifini

{F.(a:r)}ile ve §,:D—>C,S,(2)=z+p) (a™z* -z"),0<a<r univalant

k=1
fonksiyonlarin sinifi da {Sn(a:r)} ile belirtilmistir.D acik diskinin

otomorfizmalari arastirilmistir.[3] de 0,a,—aeD ve qge N olmak

tizere f(0)=0, f(a)=a’, f(—a)=—-a’olan tinivalant polinom fonksiyonlarin

kimesi UTP(a) ile tanimlanmistir.UTP(a) icinde derecesi 4m ve
ge{ 135, . .4m—1} olmak fizere, f@) =2+ p (¥ —a™z)
=1

(pk eC, Jos 1) formundaki tim polinom fonksiyonlarin sinifa da
UT4 P(a)ile belirtilmistir. Bu sinif icin hem birim hem de herhangi
2,2 g9
i i i i >
bir R< o varicapli bir diskte Mf]-fz----f,, ile Mf] .Mfz...Mf” (n 2 2)
arasinda esitsizlikler arastirilmistir. Benzer siniflar UT34]P(a),

UT,ng(a), UTfOP(a)ile tanimlanmistair.

TANIM 1: Bir Ac C Dbodlgesinin siniri tamamen hiperbol

edrilerinden olusuyorsa A Dbdélgesi bir “ful hiperbolik bdlgedir™
denir.

TANIM 2: Bir ful hiperbolik bodlgenin tim hiperbol edrilerinin
tepe noktalari birim c¢embere tedet oluyorsa, bu hiperbolik bolgeye
“bir birim ful hiperbolik bdlgedir” diyelim.

Simdi ao,bo,co,do pozitif reel sayilar olsun. Re(zz) = a(f ,
Im(—izz) = bé , Im(zz) = 20; , Im(—zz) = 2d§ (i2 =—-1) hiperbol egrilerini
g6z oniine alalim. Bu hiperbol egrileri ile sinirli bélgeyi D ile

gosterelim. D bolgesi bir ful hiperbolik bolgedir.
CapDde alalim. D Dbolgesinin hiperbol e§rilerinin birbirini

kestigi noktalara Ej (1<j<8) ile gosterelim. Ej,4 kesim noktasindan
gecen ve D bélgesini kapsayan dairenin cap uzunludu da 2d dir. Acik
sekilde Maks (|Z—W| rz,zwe D) <2ddir. Burada, 0D simgesi D nin
sinirini belirtmek iizere D= dDUD dir.

2. CALISMANIN ONEMI (REASERCH SIGNIFICANCE)

f,g kompleks degerli ve kompleks degiskenli iki polinom
fonksiyonunu goz oniine alalim. Zz kompleks dedisken olsun. Birim diskte

M, = r‘gfglf (), M, = f‘Izl‘?§|g(Z)| ve M, = r‘rgfglf (2)-2(2)

,herhangi birR<

yaricapli bir disk icin ise M} = r‘n‘ax|f(z) , M(;, = max|g(z)| ve
z|=R z|=R

M}'g :mg})?(|f(z)g(z)| tanimlayalim. Mf'g ile Mf .Mg arasinda [3, 7, 12,

14, 15 ve 17]‘da ve herhangif,g polinomlari ig¢in [6]‘da esitsizlikler,
f,geUTz‘sz(a) polinomlari igin M}'g ile M}M; arasinda yeni
esitsizlikler [3]‘de bulunmustur. Ilk defa ilgili problem hiperbolik
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bélgelerde [4]'de ele alinmis ve benzer vyeni esitsizlikler elde
edilmistir.
Bu calismada ilgili problem bir ful hiperbolik bdlgede (tamamen

hiperbollerle sinirli bir bdlgede) ele alinarak UT242P(a) sinifi icin

esitsizlikler Dbulunmustur. Ayrica bir birim ful hiperbolik bolge
tanimlanarak bu bdlge icin de esitsizlikler elde edilmistir.

3. ANALITIK GCALISMA (ANALYTICAL STUDY)

Teorik metotlarla elde edilen baginti veya denklemlere “analitik
bagintilar” denir. Pir c¢alismalarda ispat teknikleri araciligiyla
teorik metotlar kullanilarak bagintilar (formtller) veya denklemler
elde edilir. Bir analitik bagintiyi bulmak ic¢cin uygulanan bu teorik
metotlar genellikle Teoerem-Hipetez-Hiklim ve ispat cercevesinde
sekillenir [3].

Calismamiz plUr matematik tabanli bir analitik c¢alismadir ve
ispatlarda [3 ve 4] deki ispat yontemlerinden kismen yararlanilmistir.

4. D'pE UT,,P(a) i¢iN MAKSiMUM MODUL ESiTSizZLiKLERI

(MAXIMUM MODULUS INEQUALITIES FOR UT,,P(a) ON D)

Bu kesimde ful hiperbolik D bdlgesinde UT242P(a) sinifi igin

esitsizlikler verecediz. Once asagidaki Lemma’yi ispatlayalim.
Lemma 1. Ful hiperbolik bélge D olsun. O zaman herze 0D icin

|z|2mjn(a0,b0,\/5.co,\/§.do) dir.
ispat. K, ={ze(C: Im(zz) = 205} kimesini, K, ={ze(C: Im(—zz) = 2d§ I
K,={zeC(C: Im(—izz) Zbg} kimesini ve K,={zeC(C: Re(zz) = a(f} kiimesini

ele alalim. Once her ze€K, icin |Z|Z\/2.co oldugunu gdsterelim. Bunun

; V4 3r
icin Z=|z|.eleeK] alalim. Bu durumda ya 0<f0<— vya da 7l'<(9<7 dir.

P T .
Eger 0<¢9<5 ise 0<20<7m; eger 0<5<¢9<7r ise w<20<2m olur. Ote

2 . 2
yandan her ze€K, icin |Z| .sin 20 = 20; dir. Buradan, |Z| > 26‘; ya da
|Z|Z\/2.CO bulunur. Benzer kimeler ic¢cin ayni ispati yaparak, her Z€K2
icin |Z| > \/Z.do , her ze€ K3 icin |Z| > bo ve her zeK, icin |Z| >a,

bulunur. Ful hiperbolik bélge D gdéz o6niine alinirsa, herzedD icin

|z > min(a,,by,N2.c,/2.d,) oldugu gérilir.

4.1.|a

"ya Bagli Esitsizlikler (Inequalities Depending On |a|)

Bu alt kesimde D bdlgesinde UT;ZP(LZ) sinifi icin |a’ya bagli

esitsizlikler elde edecegiz.

Teorem 1. D Bolgesinde 4m ve 4n sirasiyla f,geUT;sz(a)
polinom fonksiyonlarinin dereceleri ve f(Fa)=Fa’, gFa)=Fa? ve
V p, #0 olsun. Bu halde,

(i) min(p,q)=3 ise,
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M,,20.M, M, (5)

prq—4

al 11

d4m+4n . 24m—2 '24n—2 °

burada 6, = [mm(ao,bo,ﬁ.co,ﬁ.do)]4.|

(ii) 17::q::1 (ya da 0,-a,anoktalari polinomlarin sabit noktalari)
ise,

M,,20,M, M, (6)
1 1 1

. 2
burada 0, = [min(ay.by.\2.c,\2.d,)] T
(iii) min(p,q)=1 ise,

M,,20,M,M, (7)

p+q-2

a Lo

4m+4n " ~A4m-1 " ~A4n-1 °
d 2 2

burada 0, = [min(a,.by.v2.coN2dy)] -

Ispat. (i) hphzfonksiyonlarl sirasiyla

4m-2
—a

2m .ZZm—Z ) ,

h(z)=z""+p, (2> —a*)+ p,(z° —a*2*)+..+(z

4n-2

a 2n .ZZn—Z)

h(2)=z"7+pl(z° —a’)+ pl(z° —a*z*)+..+(z
formunda iki polinom olsun. f}ng(ﬁggfxa) fonksiyonlari sirasiyla,
f(Z)::szh(Z) ve g(Z)::Z{hZ(Z)formunda yazilabilir. 0] zaman
|f(Z)| = |Z|2 .|h] (Z)| ve |g(Z)| = |Z|2 .|h2 (Z)| oldugudan, her AS B icin
/() <d*.2d)"? ve |g(z)|<d*.(2d)*"?ve buradan da,

M, = I}l%éq f(2)|<d>.d)"? ve M, = I}l%éq g(z)|<d*.2d)"" ?olur.

O zaman,

M, M, = I}l%éq f(z)|.rzrl%g| g(z)|<d*.ad)r 2t = pim2 g2 gt (8)
bulunur. Ote yandan, Lemma 1 gereJince her zedD icin sirasiyla,
/()| 2 (min(ay,by,2.¢0,¥2.dy)) Iy (2)
|2(2)] = (min(ay,by,v2.¢,),82.d,))* |y (2)
£ (2).g(2)| = (min(ay,by,V2.¢0,72.d,))* 1, (2).1,(2)| ve buradan
ri%g|f(z).g(z)|zr?;ﬁ((min(ao,bo,ﬁ.co,ﬁ.do))4.|h,(z).hz(z)|) yazariz. Simdi,

r

, oldugundan

|H,(2)| = min(ay, by, V2.co,2.dy ) 1 (2).h, (2) aralam.
|H (@) = (min(ay, by, V2.c082.d0)) Ja] " g oraugu  icin,  maximum  modul
prensibi  geredince, rzrl%qH, (2)| > (min(a,,by,+2.c,,A2.d, ))4,|a|1"2,|a|‘1‘2 elde
edilir. Buradan da,

M,, = Izll%g|f(z).g(z)| > (min(ao,bo,\/E.co,\/i.do))4.|a|p_2 .|a|q_2 (9)
bulunur. (8) wve (9) den (7) elde edilir. (ii) f,geUTz‘sz(a)
fonksiyonlari sirasiyla, Hh;,h, polinom fonksiyonlari 4m-—-1, 4n-1

dereceli olmak tzere f(z)=zh(z), g(z)=zh,(z) formunda yazilabilir
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ve h3(a).h4(a):1 dir.(iii)f,geUT;ZP(a) fonksiyonlari s1ra51yla,h5,h6
polinom fonksiyonlari 4m—1, 4n—ldereceli olmak iizere (f(Z)::Zh5(Z),
g(Z)::Z]%(Z) formunda vyazilabilir ve hS(a)hé(a)::aq4.ap4 dir. Bu iki
hal ig¢cin (i) deki ispat yolu izlenir.

Teorem 2. (Genellestirilmis Teorem 1) n>2 olsun. D Bélgesinde
4nq, 4n%,.",4n% sirasiyla bﬂ,f;pnhﬁiEIJTZZP(a)polinom fonksiyonlarinin
dereceleri olmak izere, f,(Fa)=Fa®ve Vp, #0 (i=12,..,n) olsun. O zaman,
(i) min(q,,q,,....q,) =3 ise,

Q+qttq,—2n

o) = [mm(ao,bo,ﬁ.co,ﬁ_do)]z" |a| 1 1 |

. d4m1+4m2+....+4m,, . 24m1—2 . 24mm—2 24m,,—2

olmak tzere

M. ..20/M, M, .M, dir. (10)
(ii) q]=:q2==.n=:qn==1 (ya da 0,—a,a noktalari polinomlarin sabit
noktalari) ise,
, . g 1 1 1 1
0 = [min(ay.by N2coN2dy)] -

d4m| +4my+...+4m, " 24m| -1 24mm—] "'24m”—]
olmak uzere

’ N
Mf]’fz”’f,, 2«92.Mfl.Mfz...Mf” dir. (11)

(iii) min(q,.q,,....q,) =1 1ise,

" |a|ql+q2+...+q,,—n 1 1 1
.
93 - [mm(ao’bo’ﬁ’co’ﬁ’do)] ’d4m1+4m2+...+.4m,, . 24m1—] ’24m,,,—1 "’24m,,-1
olmak lzere
! .
Mf]’fz”’f,, 2«93.Mfl.Mfz...Mf” dir. (12)

Sonu¢ Teorem 1. n>2 olsun.D Bdlgesinde 4m,, 4m,, .. ,4m,
51ra51yla,bﬂ,f;rnhﬁleljfzzp(a) polinom fonksiyonlarinin dereceleri
olmak iizere, f,(Ffa)=Fa"ve Vp, #0 (i=12,.,n)olsun. j<n tane
f]afza---afj icin min(q],qz,...,qj)23,geriye kalan n—j tane fj+],fj+2,...,
S, icin min(q,.,q;,,.q,) =1 ise,
0, = [min(a,.byN2coN2d)| " ) ld

qi+qr+.+q,—(2 j+(n=j))

d4ml +4my+...+4m,

1 1 1 1 1 1
'24m|—2 '24mm—2 "'24ml-—2 '24ml-+|—] '2ml-+2—] "'24m”—]
olmak uUzere
Mf] e, 2«94.MfI .Mfz...Mf" dir. (13)
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4.2. Polinomlarin Sifirlarina Bagli Esitsizlikler
(Inequalities Depending on the Zeros of Polynomials)

Bu alt kesimde D bolgesinde UT242P(a) sinifi ig¢in polinomlarin
koklerine bagli esitsizlikler elde edecediz.

Teorem 3.0 Bolgesinde 4m ve 4mn sirasiyla f,geUT;sz(a)

polinom fonksiyonlarinin dereceleri ve f(-T—a) =¥Fa’, g(ia) =Fa’,
vV p, #0; a; #0 (1<i<4m-2) f’nin sifirlarai, ﬁl. #z0 (1<;<4n-2)

£ 'nin sifirlari olsun. Bu halde,

[TeT)

4m+4n 4m-2 " ~A4n-2
d 2 2

[mm(ao,bo,\/_co, 2d)]

olmak izere,

M,,20,M,M, dir. (14)

Ispat.Hipotezden, f ve g polinom fonksiyonlari sirasiyla
4m-2 4n-2

f(Z):ZZ.H(Z—OCi) ve g(Z):ZZ.H(Z—ﬁI.) biciminde yazilabilir. Simdi
=1 =1

4m-2
h”,hzzfonksiyonlarl sirasiyla h”(Z): H(Z—Ocl.) ve hzz(z):
I=1
4n-2

[1Gz-8,))ise, |h”(0)| |oc| ve |hy,(0)= H\ﬁ\olur 0 zaman
j=1

|h”(0).h22(0)|:ﬁ|ai|.ﬁ‘ﬁj‘ elde edilir. Eger,
4m-2 . 4n-2 .

H(z) = H(z—ai) . H(z—ﬁj) tanimlarsak max|H(z)> ﬁ|ocl.| . H‘ﬁ]‘

zedD

olur.Ote yandan |f(Z).g(Z)|=|Z|4.|H(Z)| oldugu icin Lemma 1 geredince her
zeoD icin

| f(z).g(z)|2[min(ao,bo,\/i.co,\/z.do)r.|H(z)| ve buradan da
- 4m-2 4n-2
M, =max|f(2).g(2) 2 [min(ay. by N2, N2d))| - [ Tle] - TT|8) (15)
i=1 Jj=1

bulunur. Ayrica her zeD icin |Z|Sd , |Z—0{l.|£2d ve ‘Z—ﬁj‘SZd
oldugundan
— 4m-2 ~A4n-2 g4dm+4n
M, M, = 12%4 f(z)|.rzrl%g| g(z)| <222 2d (16)

bulunur. (15) ve (16) dan da (14) Formili elde edilir.
Teorem 4. (Genellestirilmis Teorem 3) n>2 olsun. D Bdlgesinde

4m,, 4m, , .., 4m sirasiyla JisSosenf, € UT;ZP(LZ) polinom

n
fonksiyonlarinin dereceleri ve fl.(ia) =Fa¥ , Vp] #0 (i = 1,2,..,11) ;

o, #0(1<i<4m -2)



Celik, A. L2

NWSA-Physical Sciences, 3A0065, 9, (1), 1-12.

f]’in sifirlari, a;, #0 (1£i£4m2—2)f2’in sifirlari,.., o, #0

in

(13i£4mn—2)fn’in sifirlari olsun. O zaman,

4m -2 4m,-2 4m, -2
I S
A i=1 i=l i=1
95 - [mm(ao’bo’ﬁ'co’ﬁ'do)] : Amy+4my+...+4m, “Adm=2 " Admy=2 " 4 4m, -2
d 2 2 2
olmak Uzere
! .
Mf]’fz”’f,, ZQS.MfI.MfZ...Mf” dir. (17)
4.3. |a "ya ve Polinomlarin Sifirlarina Bagli Esitsizlikler

(Inequalities Depending On kd and on the Zeros of
Polynomials)

Bu alt kesimde D bélgesinde UT;ZP(LZ) sinifi ic¢in hem |a

"ya hem
de polinomlarin kdéklerine badli olarak esitsizlikler elde edecegiz.

Teorem 5. D Bélgesinde 4m ve 4n sirasiyla f}g’el]TZZP(a)

polinom fonksiyonlarinin dereceleri ve f(-T—a) =¥Fa’, g(ia) =Fa’,
vV p, #0 ; a; #0 (1<i<4m-2) f’'nin sifirlari, ﬁl. #z0 (1£,<4n-2)

g 'nin sifirlari olsun. Bu halde,

pig—4 4m-2 4n-2
max(|a| ; H|O‘i |-H‘ﬁ,- ‘) | |
i=1 =1

d4m+4n : 24m—2 : 24n—2

0, = [min(a,.b,.N2.coN2.d,)]

Uzere,

olmak

M, 20,M,M, qir. (18)

ispat. Teorem 1’in (9) esitsizligi
. -2 -2
M, = max|f(2).g(2)| 2 (min(ay,b0,v2.¢0,32.d,)) o Ja" ve reoren 37in
(15) esitsizligi
T n 4m=2 4n-2
M, =max|f(2).g(2) 2 [min(ay. by N2, N2d))| - [ Tle] - TT|8)
i=1 Jj=1
big¢imindedir. O zaman,

M;,= mgglf(Z)-g(z)l 2 :min(ao ,by, x/E.co , \/E.do )]4 .max(|a

rgd 4m-2 4n-2
p+q-
ATl - TT18,D
i=1 j=1

olur. Bundan sonra (8) (ya da (16)) gbz Oniine alinirsa istedigimizi
elde ederiz.

Teorem 6. (Genellestirilmis Teorem 5) n>2 olsun. D) Bdlgesinde
4m] , 4m2 g s 4mn sirasiyla f],fz,...,fn € UT;ZP(LZ) polinom fonksiyonlarinin
dereceleri ve f;(Fa)=Fa”, Vp, #0(i=12,.,n); a,#0 (1<i<4m -2)

f] "in sifirlari, Q;, # 0(1<i< 4m2 -2) f2 "in sifirlari, .. ,Q, #0

,13i£4mn—2)fn’in sifirlari olsun. O zaman,
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) 4my -2 4my -2 4m, -2

q1+qr+..+q,—2n
max(|a| , | I |ocl.]|. | I |ocl.2|... | ||0‘1~n
i=1 i=1 i=1

d4mI +4my+....+4m,,

0, = [min(a,.b, N2.coN2dy)] -

1 1 1

: 24m|—2 : 24mz—2 o 24mn—2

olmak tzere

Mf]’fz”’f,, 2«97.Mfl.Mfz...Mf” dir. (17)

4.4. Ozel Durum: Bir Birim Ful Hiperbolik Bdlge Durumu
(Special Case: Case A Unit Full Hyprbolical Region)

Bu kesimde bir birim ful hiperbolik bolgede nggfxa) sinifa
icin maksimun modil esitsizlikleri verecediz.

D Bélgesinde a,=b,=c,=d,=1koymakla elde ettigimiz ful
hiperbolik bdlge Tanim 2 geredgince bir birim ful hiperbolik bodlgedir.
Bu bbélgeyi l)ﬂ)ile gosterelim. l)O) bblgesi icin
min(ao,bo,ﬁ.co,ﬁ.do)zl, ve 2d=2\/§ ya da dzx/gdir. acD noktasi
D(l) bslgesinde birim cember iizerinde olsun. O zaman, sirasiyla

min( p,g) >3 ise, (5) Formiiliinden

4m+4n

v o[

fe& = \/g ' 24m—2 : 24n—2 °

Formiliy,

M,.M (18)

g

p=q=1 (0,—a,anoktalar:1 sabit noktalar) ya da min(p,q)=1
ise, (6) ya da (7) Formiilinden

4m+4n

M, 2 1 ! ! M

e 2| ) g MM, (19)
Formili,
min(q,,q,,...,4,) 23 ise, (10) Formiiliinden

4my+4my+..+4m,

1 1 1
> —
Mf]’fz”’f,, > \/5 ST e .Mf].Mfz..Mf” (20)
Formiliy,
qlzzqzzznfzqn==1 (0,—a,anoktalari sabit noktalar) ya da
nﬁn(qpqzrn,qn)::l ise, (11) ya da (12) Formiullerinden
4my+4my+..+4m,
M > | ! ! M M, . .M
hefhf = ﬁ TodAmL T dm, Ly dm, At g, (21)
Formiliy,

Eéerjigll olmak Uzere bﬂ,f;rn,f} polinom fonksiyonlari ic¢in
nﬁn(q“qzr",qj)2z3, geriye  kalan n—j tane j}H,f}u,nwf;polinom

fonksiyonu icin  min(q,,,q;,,,--q,) =lise, (13)  Formiliinden asagida
(22)ile numaralayacagimiz
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4my+4my+..+4m,

o 2 S,
Formiilii, elde edilir.

5. SONUGC VE ONERILER (RESULTS AND RECOMMENDATIONS )

UT,,P(a) sinifinin a)p, =0, b) p,=p,=0,.c)p =p,=..=p, =

(I<m)olan elemanlari icin de B, ve D hiperbolik bélgelerinde (5)---
(22) Formillerine benzer formiller elde edilebilir.

DTYKa) icinde lﬁaifxa),(ﬂﬂgf«a},l]]ﬁop(a)ile tanimli siniflar

icin de 32 ve D hiperbolik bdlgelerinde (5)---(22) Formiillerine
benzer formiller elde edilebilir.

0!
z=0 noktasini k&k kabul etmeyen f,(z)= H(Z -a;) (a, #01<i<m,),
=1

fz(z):ﬁ(z—aiz) (051.2iO,lSisz),...,fn(z):ﬁ(z—ocin) (o, 20, 1<i<m,)

formunda Lﬁggfxa) sinifinin elemani olmayan #n>2 polinom fonksiyonu

verilsin. O zaman,calismada yaptigimiz ispat yolu izlenerek,

mn ny mn,
[Tlees TTles)-TTle,
S = i=1 i=1 i=l 1 1 1mak
== dm|+mz+---+mn .2’”1 '2m2 "'2m,, Oolma uzere
Mf] iy 25-Mﬁ .Mfz...Mf formiili bulunabilir. (23)

z=0 noktasini sirasiyla k],kz,m,kh katli kok kabul eden

my—k; my —ky
f](z)zzk‘_H(z—a”) (o, #0,1<k; <m,), fz(z):ZkZ-H(Z_aiz)
i=1 i=1

m, —k,
(@, 201<k, <my), ., f,(2)=z"][(z-a,,) (a,, #0]1<k, <m,) formunda

i=l
(]T;ZP(a) sinifinin elemani olmayan #>2 polinom fonksiyonu verilsin.

Bu zaman,

m —k m —k, m, —k,
[ Tl TT letio} T Tler
[ . \/_ \/— ]k1+k2+...+k,x i il - i2 L in 1 1 1
7/ = _InH(aO’bO’ 2'00’ 2d0) . dm1+mz+---+m,, '2'”1—/‘1 '2m2—k2 "'2m,,—k,,
olmak lzere
M, ,2yM, M, .M, formilii bulunabilir. (24)

Al(f}R)Zﬂﬂ%ﬂf(Zﬂ ve AJ(fJ):IPﬁﬂfKZN olarak tanimlansin.

Al(f}R) ve A4(fj)ara51nda var olan esitsizlik formilleri ig¢in [1, 9,
10, 11, 12, 13 ve 17] 6nerilir. Bir ful hiperbolik bdlge ve bu bdélgeden
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olusturulan birim ful hiperbolik Dbdlge ic¢cin polinomlarin maksimum
modiilleri arasinda [1, 9, 10, 11, 12, 13 wve 17] dekilere Dbenzer
esitsizlikler olusturulabilir.

6. TARTISMALAR (DISCUSSIONS)

(1), (2), (3)ve(4) formiillerindeki katsayilar polinomlarin
kéklerinin mutlak de§erli olarak en kiigik kokine baglidairlar.
Polinomlarin k&klerini bulmak sorun dedilse, bu formilleri uygulamak

oldukca kolaylik saglar. Elbette (ﬁggf«a) sinifinin elemanlari icin de
(1), (2), (3) ve (4) Formillerini vyazabiliriz. D ful hiperbolik
bélgesi B, hiperbolik bdlgesinden daha genel bir bélgedir. D

bb6lgesinde nggfxa) sinifinin elemanlari ic¢in Dbuldugumuz (5), (6),
(7), (10), (11), (12) wve (13) Formullerindeki katsayilar polinomlarin

4

kdklerinden bagimsizdir. Ilgili katsayilar |a yva (ya da kuvvetine)

baglidir ve sinif verildiginde |a| bellidir. O zaman elde ettigimiz

(5), (6), (7), (10), (11), (12) ve (13) Formilleri oldukca
kullanislidir.
Bir Dbirim ful hiperbolik bolge daima birim diski igerir.

Lﬁggfxa) sinifinin elemanlari ig¢in, birim diskte [17], [15], [14], [7]

ve [3]'de verilen esitsizliklerdeki katsayilar gecerli iken, ayni
polinom fonksiyonlar ig¢in l)ﬂ)birim ful hiperbolik bdlgesinde(18),
(19), (20), (21) wve (22) Formillerindeki katsayilar gecerlidir. Tersine
tartismalar da yapilabilir. Ornedin, l)ﬂ) birim ful hiperbolik bdlgesi

d::]?:ng yvaricapli daire tarafindan kapsanir.
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