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RADYAL EPIiTUREVLERIN BAZI OZELLIKLERI UZERINE BiR ARASTIRMA

OZET
Bu makalede tek degerli ve kiime dederli doniisiimler ic¢in radyal
epitlirevlerin bazi 0Ozelliklerini inceledik. Radyal epitlrevle ve

radyal tlirevle iliskisini incelendi.
Anahtar Kelimeler. Kime Dederli DOniisiim, Radyal Koni,
Radyal Epitiirev, Radyal Tirev.

A RESEARH ON SOME PROPERTIES OF THE RADIAL EPIDERIVATIVES

ABSTRACT
In this paper we study some important properties of the radial
epiderivatives for single valued and set valued maps. The relationship
between the radial epiderivative and the radial epiderivative has been
establish.
Keywords. Set Valued Map, Radial Cone, Radial Epiderivative,
Radial Derivative
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1. GIiRiS (INTRODUCTION)

Son yillarda tilrev kavrami kiime de§erli analiz ve kiime degerli
optimizasyon teorisinde &nem kazanan Dbir c¢alisma konusu haline
gelmistir ve literatiirde c¢esitli sekilde formule edilmistir [1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ve 11]. Contingent tilirev kavrami ilk olarak Aubin
tarafindan verilmistir [1]. Kime dederli doéniisiimler ic¢in contingent
tiirev kavrami kime dederli optimizasyonda Onemli bir rol oynar ve
optimallik kosullarinin elde edilmesinde kullanilmistir. Fakat gerekli
optimallik [7, Theorem 4.1] kosulari ve yeterli [7, Theorem 4.2]
optimallik kosullarinin standart varsayimlar altinda c¢akismadig:
ortaya ¢ikmistir. Bu da kime dederli optimizasyonda optimallik
kosullarinin elde edilmesinde contingent tlrevin dodru bir aracg
olmadigdini gdstermistir. Bu nedenle 1ilk olarak Aubin tarafindan
contingent epitlirev  kavrami © contingent st tilrev adiyla
tanimlanmistir. Daha sonra kontekste —contingent epitltirev adiyla
kullanilmistzir.

Literatliirde konveks kiime dederli optimizasyon problemleri icin
Jahn ve Rauh tarafindan verilen contingent epitiirev kavrami c¢ok ragbet
gdormiis ve izleyen calismalarda kullanilmistir [9].

Konveks olmayan problemlerde kullanilmak iizere ilk olarak Bazan
[4] tarafindan radyal epitlirev kavrami tanimlanmistir ve bu kavram
kullanilarak kime degerli optimizasyonda konvekslik varsayimi
olmaksizin zayif minimal ¢ozlimler ic¢cin optimallik kosullari elde
edildi. Fakat Bazan tarafindan verilen radyal epitiirev tanimi kime
degerli donlisimlerin infimum degerlerinin wvarlidini garanti eder.

AN}

Ustelik temel karakterizasyon teoremi siralama konisi C ‘nin konveks,
pointed ve CKJ(—C»=:Y varsayimi altinda ispatlanir (bkz [4,Theorem
3.9]). Bu kosullar c¢ok kisitlayici kosullardir ve yazar tarafindan da
kisitlayici olarak nitelendirilir (bkz [5]).

Kasimbeyli konvekslik ve sinirlilik varsayimlari olmaksizin bir
kiime degerli donlistim icin yeni bir radyal epitiirev kavramini tanimladi
ve kilme dderli doéntstmler ig¢in bu yeni kavrami kullanarak gerekli ve
yeterli optimallik kosullarini elde etti [8].

2. CALISMANIN ONEMi (RESEARCH SIGNIFICATION)

Calismanin amaci, Kasimbeyli tarafindan verilen radyal
epitlirevlerin 6zelliklerini incelemek ve bu epitiirevin radyal tilirevle
iliskisini kurmaktir.

3. RADYAL EPITUREVLER VE OZELLIKLERI
(RADIAL EPIDERIVATIVES AND PROPERTIES)
Sirasiyla Jahn ve Rauh ve [Kasimbeyli tarafindan tanitilan
contingent epitiirev ve radyal epitirev kavramlarini standart
kavramlarla birlikte hatirlayalim.

Tanim 1. (X’”“x) bir reel normlu uzay C «kimesi X uzayinin bos
olmayan bir alt kltmesi olsun.

e Her XeC wve her 420 icin AXeC ise C kximesine bir koni
denir.

e C bir koni olsun. Cﬁ(—C)={OX} ise C konisine pointed koni
denir.

Tanim 2. S kimesi X reel normlu uzayinin bos olmayan bir alt kimesi
olsun.

cone(S)={xe X :31>0,3se S}
kimesine S kiimesi ile {iretilen koni denir.
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Tanim 3. (X’"”x) bir reel normlu uzay olsun.

e XxX carpim uzayinin her bir R alt kiimesi X iizerinde bir adi
baginti olarak adlandirilir.

e Keyfi XVY,Z,We X icin asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa X
izerinde “<” adi badintisi bir kismi siralama badintisi olarak
adlandiralair:

a)x < X,

b)x<y,y<z=x<z
COXSYWSZ=>X+WSYy+2Z

d)x<y,aeR=>ax<ay
Tanim 4. Bir reel normlu uzayda kismi siralamayi karakterize eden bir
konveks koni siralama konisi olarak adlandirilir.

Tanim 5. U kiimesi (X’”“x) reel normlu uzayin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun ve Z(EC|GJ) verilsin. (Zn)nen\l cU dizisi; pozitif reel

sayilarin Dbir (iﬂ%em dizisi Z:=iEan ve h:=!Egﬂh(Zn—-Z) olacak

sekilde varsa heZ vektérine U’ ya Z noktasindaki tanjant vektori

denir. Z noktasindaki tim tanjant vektdrlerin kimesine U kimesine Z
noktasindaki contingent konisi denir [9].

Tanim 6. U kimesi (X’"”x) reel normlu uzayin bos olmayan bir alt

kimesi olsun ve ZE(ﬂGJ) verilsin. U kiUmesinin Z noktasindaki kapalz
radyal konisi

RU,z)= e X :34,>0,3(z, ), = X, limz, = 2,%n € Niginz + 4,2, €U |

n—oo
olarak tanimlanir.
Dikkat edilirse kapali radyal koni denk olarak asagidaki gibi
tanimlanair:

Tanim 7. U kiimesi (X’”“x) reel normlu uzayin bos olmayan bir alt

kiimesi olsun ve ZG(ﬂGJ) verilsin. U klimesinin Z noktasindaki kapalz
radyal konisi

RU,Z)=fz € X132, >0,3(z, ),y < U lim 4, (z, - 2) = 2]

olarak tanimlanir.
Bu tanimlardan

R(U Z= cI(cone(U - E)))
oldugu goérultr [8].

Tanim 8. (X’”"x) ve GYJMY) reel normlu uzaylar, S kiimesi X uzayinin

bos olmayan bir alt kimesi ve F ZS-—)ZY kiime degerli bir doniistm
olsun.

« graph(F)={(x,y)e X xY :xeS,yeF(x)}
kimesi F kime degerli dénisiminin grafigi olarak adlandirilir.
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o dom(F)={xe X :F(x)= ®}
kimesi F kime degerli doéntisumiiniin tanim kimesi olarak adlandirilir.
e Y uzayi bir konveks Ccy konisiyle kismi sirali olsun.

epi(F)={(x,y)e X xY :xeS,y e F(x)+C}
kimesi F kiime deerli déniistimiiniin epigrafi olarak adlandirilir.

e Bir (;,9)6 graph(F) ikilisi verilsin. Epigrafi F kiime degerli
dontisimin epigrafinin (§f§) noktasindaki contingent konisine esit
olan tek degerli DF(Q,;)Z X =Y doénusime ; yani

epi(DF(i,y)): R(epi(F), (;(9))

F déntusuminiun (X,Y) noktasindaki contingent epitirevi denir [9].
Simdi Kasimbeyli tarafindan verilen radyal epitirevin tanimini

hatirlayalim [8].

Tanim 9. (X’”"x) ve (YJHk) reel normlu uzaylar, S kimesi X uzayinin

bos olmayan bir alt kimesi ve F 'S > 2" kime degerli bir doéntsiim olsun

ve (ify)e;graph(F) verilsin. Epigrafi F kime dederli doniistminin

epigrafigine (;;9 noktasindaki radyal konisine esit olan yani,
epiDrF(i, 9): R(epi(F), (ﬂ))

tek deJerli déniusium DrF&& X =Y F kime deferli déniistimiiniin (Q;)

noktasindaki radyal epitiirevi olarak adlandirilir.
Bu tanimi asadidaki ornekle aciklayalim.

Ornek 1. F(x):ﬂl——x2‘+-R+ ile tanimlanan F ZR-—)ZR kiime degerli bir

donistmini distnelim. epKF) kimesinin (OJ) noktasindaki radyal
konisinine bakacak olursak

R(epi(F).(01) = {x,y) e R? : y > x|}
dir ve dolayisiyla bu noktadaki radyal epitiirevi
D, F(Q&Xx): x|
olur. Simdi F kiime degerli doniistiminin (—13) ve (10) noktalarindaki

radyal epitiirevlerini bulalim. (x,y)=:(—LO) noktasindaki radyal koni

. y>2x,x<0
R F)(-10))=
ei(F)(-20)={ =00
olup radyal epitiirevi
y=2X,X<0
D, F(-10)x)=
Flnop)-{ =

olur. (x,y):(LO) noktasindaki radyal koni

R(epi(F),(1,0)) = {yyjzox: i i 8
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olup radyal epitiirevi
y=0,x<0
D,F(1,0)x)=
y=2x,x>0

-~ (1
olur. Simdi (X, y):[—,z noktasinda radyal konisi ve radyal epitiirevi

2
sirasiyla
y>X
=5 ,x<0
R| epi(F), 13- 2
2'4 y>_§m>o
2
y X
5 ,X<0
DrF(£;§}X) 2
2'4 y _3,,x>0
2
olur.

Kasimbeyli Y =R &zel durumunda radyal epitiirevler icin varlik
teoremini verdi.

Teorem 1. (X’"”x) reel normlu uzay, S kimesi X uzayinin bos olmayan
bir alt kimesi ve F:S —>2® bpir kime degerli doniisiim olsun. ;ES ve
96 F(;) elemanlari verilsin. f,g X >R fonksiyonlara
epi(g)c R(epi(F),(?,y))c epi(f) olacak sekilde wvar olsun. O =zaman radyal
epitirev DrF ;,9 her X€ X icin

D, F(x,y)x)=min{y € R:(x,y)  Rlepi(F ), (x.y))

olarak verilir.
Asagidaki Ornek bu teoremin sadlandidini gdsterir.

Ornek 2. F:R—> 2% xiime degerli doéntstmli asagidaki gibi tanimlansin:
F(X)z [\/;,+oo), x#0
[0,400) , x=0
(;,9)2 (0,0) olsun. epi(F): graph(F) oldudu agiktir ve (;, 9)2 (0,0)
noktasindaki epi(F)' in radyal konisi R(epi(F), (O,O))Z {(X, y)e RZ y2z 0}
dir. Bdylece radyal epitiirev her X€ R icin DFF&& X)= 0 olur. Benzer
olarak Giy)z(OQ) noktasindaki epKF)' in contingent konisi
T(epi(F), (0,0))2 {(O, y)e R2 'y 2 0} olup; dolayisiyla contingent epitiirevi
DF:R >R asagidaki gibi tanimlanir:
DF(Q& x)={0 ,x;tO?se
®,x=0ise

Buradan acikca goriildigii gibi; radyal epitiirev her X€R icin vardir
fakat contingent epitiirev ise sadece X=0 noktasinda vardir.
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Tanim 10. X bir reel lineer uzay ve Y reel lineer uzayl bir konveks
CcY konisiyle kismi sirali olsun. f: X->Y doniistimi

i. Her @20 ve her Xe X icin f(ax):af(x), (pozitif homojenlik)
ii. Her X;,X, € X icin f(Xl+X2)€{f(Xl)+ f(Xz)}—C (alt toplamsallik)
Ozelliklerini sagliyorsa sublineer olarak adlandirilir [9].

Y=R ve C= R+ olmasinda durumunda ii. kosulu her XX, € X icin

P +%)< F0x)+ F(x,)

Asa§idaki teorem F kime deJerli déntistminin C-konveks olmasi
durumunda contingent epitiirevler ic¢in ispatlandi [9, Theorem 4].

olarak yazilabilir.

Teorem 2. (X’””x) ve (Y,””Y) reel normlu uzaylar, Y bir pointed konveks
CcY konisiyle kismi sirali, S kimesi X wuzayinin bos olmayan bir
alt kimesi, F:S -2 xiime degerli bir doéntstim olsun ve QES ve
96 F(;) elemanlari verilsin. Radyal epitirev DrF(;,y) varsa O zaman
pozitif homojendir. Ustelik R(epi(F),(i,y)) konveks koni ise o =zaman

radyal epitiirev sublineerdir(altlineer).

Kanit. Baslangi¢ olarak keyfi a>0 ve keyfi Xe X alalim.
epi(DrF(i,y)) koni  ve (x, DrF(Q,QXx))e epi(DrF(Q,y)) oldugu  icin
(ax,an(?,?Xx))e epi(DrF(i,y)) dir. Epigrafin tanimi ile

aD,F(Q,?Xx)e {D,F(Q,?Xax)ﬁC (1)
elde ederiz. Fakat (ax, D,F(§,§ aX))e epi(DrF(Zy)) ile de

(x%D,F(Q&XaX)jeepi(DrF(§,§)) olur bu da

é D, F(x, y)ex) e {D, F(x, y)x)}+ C

veya aD,F(xy)x)e D, F(x yax)}-C . ()
C pointed oldugundan ve de (1) ve (2)kosullarindan
aDrF(§,§Xx): DrF&& ax). . (3)

Ustelik (1) de a=2 ve X=0, alarak

2D, F(x,y)0, ) e {0, Flx. y)oy, )f+C,
elde ederiz. Buradan da DrF(inOx )EC . (Ox ,OY)eepi(DrF(Q,y»
oldugundan Dr F(Q,}XOX )e (— C) olur. C pointed oldugundan
DrF&&XOX):O. Boylece, radyal epitiirev pozitif homojendir. Alt
toplamsallik icin keyfi X,X, € X alalim. (xl,DrF(§,§Xxl))e epi(DrF(i,y)),
(%,, D, F(x, y)x,)) epi(D, F(x,y)) ve Rlepi(F)(x y))=epi(D,F(x,y) xonvexs bir

koni oldugu icin

1 1 1 — — 1 — —
(EXl +Ex2,§DrF(x,y x1)+EDrF(x, y xz)j
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olur; bu ise

%(Dr F(x, y)x)+ D, Fx. y)x,))e {Dr F(;,y(%(xl % )j} +C

(Dr F(x, yXxl)+ D, F(x, ysz ))e {Dr F(x, yXxl +X, )}+ C
olmasini gerektirir. BoOylece radyal epitlirevin sublineer oldudunu
gdstermis olduk.
Asagidaki Ornek radyal koni konveks dedilse radyal epitiirevin
sublineer olmadigini aciklar.

Ornek 3. F kime degerli doéniistimi Ornek 2 deki gibi olsun. (x,y):(OD)
ig¢in R(epi(F),(0,0)): {(X, y)e R?: y2—|x|} dir ve buradan da radyal epitiirev
D,F(x,yXx):-4x| olur. Ac¢ikca gortildigli gibi epi(F) kimesinin radyal

konisi konveks degdildir ve radyal epitiirev de sublineer degildir.
Gergekten; Keyfi X;,X, € R alalim.

DrF(§,§Xx1 + X, )= X, + X,| = —Qxl|+|x2|): DrF&&Xxl)+ DrF&& X, )

olur ki bu da radyal epitiirevin sublineer olmadigini gdsterir.

Simdi Bazan tarafindan verilen radyal tirev kavramini
hatirlayalim.
Tanim 11. (X,"”X) ve (YJMY) reel normlu uzaylar, S kiimesi X uzayinin
bos olmayan bir alt kimesi ve F ZS-—)ZY kiime degerli bir doéntistim olsun
ve (;,y)e graph(F) verilsin. Grafigi F kiime degerli doniisiminin
grafigine (;;9 noktasindaki radyal konisine esit olan yani,

graph(Dr F(Q,?)): R(graph(F), (Z 9))

kiime degerli déniisim DgzF Z?:X—)ZY F  kiime degerli dénisuminin

(x,y) noktasindaki radyal tirevi olarak adlandirilir.

Burada konveks olmayan kiime degerli doniisimler icin radyal tilirev
ve radyal epitiirev arasindaki iliskiyi kanitladik.

Teorem 3. (X,””X) ve CYJMY) reel normlu uzaylar ve Y uzayl bir kapali

konveks CcY konisiyle kismi sirali ve F:X —>2Y kiime degerli bir
donlisim olsun ve (X,y)e graph(F) verilsin. Radyal tlirev ve radyal

epitiirev varsa o zaman epi(DRF(Q,y))c epi(DrF(;&)) dir.
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Kanit.

(cone F)-
> cI(cone(graph(F

Teorem 4.(X,"”X) ve CYJMY) reel normlu uzaylar ve Y uzayl bir kapali
konveks CcY konisiyle kismi sirali ve F:X — 2" xtme degerli bir
dontsim olsun ve (x,y)e graph(F) verilsin. Radyal epitirev

DrF(X,y)varsa alttan yari sireklidir.

Kanit Radyal koni bir normlu uzayda daima kapalzi ve

epiDrF(x,y)zzR@xﬁ(F)(x,y» oldugundan radyal epitiirevin epigrafi da
kapalidir (bkz [12, Theorem 7.1, 51.s]). Bdylece radyal epitlirev
alttan yari streklidir.

Teorem 5. (X’"”x> ve C(JMY) reel normlu uzaylar, S kimesi X uzayinin
bos olmayan bir alt kimesi, Y uzayi bir konveks C Y konisiyle kismi

siralzi, f,g:S—>Y ve Xe€S olmak iizere FZS—)ZY kiime degerli bir

déniistimi F(x):={yeY: f(x)<cy<c g(x)}

olarak verilsin. Radyal epitiirev DrF(i,f(i» varsa O zaman
D,F(x, f(x))=D, f(x £ (x)).

Kanit. F kiime degerli déniisiimiin tanimindan

epi(F)={(x,y)e X xY :xeS, f(x)<. y}=epi(f)

epi(D, Fx, 1 x))= Rlepi(F),(x. f (x))
= Rlepi(f),(x, 1 (x))

- epi(D, f (x, f(x))

olur. Bu da iddiamizi dogrular.

olur. Buradan

4. SONUG VE ONERILER (CONCLUSION AND SUGGESTION)

Bu makalede Kasimbeyli tarafindan [8] de tanimlanmis olan radyal
epitiirevin sublineerlik wve alttan yari sireklilik  &zellikleri
incelendi. Radyal epitiirevin radyal tirev ile olan iliskisi kuruldu.
Radyal epitlirevin tanim kiimesinin contingent epitlirevin tanim
kiimesinden daha genis oldugu bir ©ornek yardimiyla ag¢iklandi. Bundan
sonraki g¢alismalarimizda; radyal epitlirev kavramini genellestirmeyi ve
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genellestirilmis epitiirevin radyal epitlirevle iliskisini incelemeyi ve
varlik teoremlerini ispatlamayi Umit ediyoruz.
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