ISSN:1306-3111
e-Journal of New World Sciences Academy
m 2011, Volume: 6, Number: 2, Article Number: 1C0418

EDUCATION SCIENCES Zuhal Unan
Received: November 2010 Mevlide Dogan
Accepted: February 2011 Ondokuz Mayis University
Series : 1C zuhalu@omu.edu.tr
ISSN : 1308-7274 mdogan@omu.edu.tr
© 2010 www.newwsa.com Samsun-Turkey

SONLU VE SAYILABILIR SONSUZ KUMELER VE SAYILAMAYAN SONSUZ KUMELERIN
BIR MODELLEMESI

OZET
Bu calismada, Ondokuz Mayis Universitesi OrtadJretim Fen ve
Matematik Egitimi programinda Ogrenim gdren toplam 25 6drencinin sonlu

kiime, sayilabilir ve sayilamayan sonsuz kiime kavramlarinda mevcut
bilgilerinden yola c¢ikarak yaptiklari hatalarin matematiksel modelleme
yardimiyla belirlenmesi amag¢landi. Bu amagla O0rencilere ktime

kavramiyla 1ilgili Dbilgilerini hatirlamalarina yardimci olacak agik
uclu sorular ydneltildi. Sorulara verilen cevaplar degerlendirilerek
6grencilerin diistiikleri vyanilgilar belirlendi ve bu vyanilgilar:
zihinlerde dogru matematiksel distinmeyi olusturacak sekilde
etkinlikler vyaptirildi. Etkinlikler sonucunda kavramlari daha kolay
zihinlerde olusturduklari gortildi.
Anahtar Kelimeler: Sonlu Kime, Sayilabilir Kime,
Sayilamayan Kume, Sonsuz Kiume,
Matematiksel Modelleme

FINITE SET AND COUNTABLE INFINITE SETS AND UNCOUNTABLE INFINITE SETS
MODELLING

ABSTRACT

In this study, Ondokuz Mayis University Secondary School Science
and Mathematics Education program, who studied a total of 25 students
of finite sets, countable and uncountable infinite sets concepts
available in the information Dby setting out from their mistakes
mathematical modelling with the aid was to determine. Students with
information about the cluster concept for this purpose will help them
remember their open-ended questions were posed. Answers to questions
identified by evaluating students' errors and misconceptions of their
dreams in the mind to form correct mathematical thinking has been done
in the event. As a result of events in mind, they created the concept
more easily seen.
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1. GIRiS (INTRODUCTION)

Sayilar ve sayilar arasindaki iliskiler matematik tarihi
stirecinde bilim adamlarini mesgul etmis olup, sayinin ac¢ik ve yeterli
bir tanimini vermek antik Yunan’dan glnimiize dedin disiintirleri

ugrastiran bir konu olmustur [24]. Sayi sistemlerindeki dizilimin
nerede son bulacagi belli degildir. Sonsuzluk Zeno’dan beri
tartisilan, coOzlm bekleyen bir sorundu. Euclid Geometrisinin
aksiyomlarindan biri, “bitinin herhangi bir parcasindan blyik oldudu
savini” dile getirir. Oysa, bu vyarginin, sonsuzlar s6z konusu
oldugunda, dogru olmadigi gorilmistir [24]. Cantor, sonsuz bir dizi ya

da kimeyi, “kardinal sayisi herhangi bir alt boliminin kardinal
saylsina denk olan kiime” diye tanimlar. Baska bir deyisle, sonsuz bir
kiimedeki elemanlar ile, o kimenin bir alt bdlimiine ait elemanlar bire-
bir eslestirilebilir [24]. Bu disiincelerden hareketle, &drencilerde
sayilabilir ve sayilamayan kiime kavrami dodadan, ginliik yasamlarindan
ve matematiksel gercgeklerden yola c¢ikarak kavratilmaya calisilmistir.

Modern matematigin en Onemli kullanim arag¢larindan Dbirisi
kiimeler teorisidir. Kimeler teorisi c¢alismalari matematigin temelinde
kullanilisi 20. vylzyilin baslangicinda Frege, Russel ve digerleri
tarafindan baslamistir ve matematigin vyalniz basina kimeler teorisi
iizerine kurulabilecedi ortaya c¢ikmistir.

Bos kiime ya da sonlu bir dizinin deder kiimesi olan kiimeye sonlu
kiime denir. Bos kime vya da bir dizinin deder kiimesi olan kimeye
sayilabilir (numaralanabilir) ktme denir [15]. Hemen gdOriilebilecegi
gibi sayilabilir bir kimenin bir fonksiyon altindaki gorintisi de
sayilabilirdir, vyani sayilabilir tanim klUmesine sahip her fonksiyonun
deger kiimesi sayilabilirdir ve benzer bir durum sonlu kiimeler ig¢in de
vardir. Biraz farkli fakat denk bir tanim olan birebir esleme
kavramina dayali tanimi vermek matematikte yaygin olarak yapilir. Once
sonlu bir kiime ile birebir esleme yapilabilen her kimenin sonlu olmaszi
gerektigine ve sayilabilir bir kiime ile birebir esleme yapilabilen her
kiimenin de sayilabilir olmasi gerektigine dikkat ediyoruz. Dogal
sayilar kiimesi sayilabilir fakat sonlu olmadigindan dodal sayilar
kiimesi ile birebir esleme yapilabilen her kime sayilabilir sonsuzdur
[15].

Sonsuzluk kavraminin o6drenilmesinde literatiir ¢cok genis olmasina
ragmen [4 ve 5] c¢odu calismalar sonsuz kimelerin karsilastirilmasi
[19, 21 ve 22], sonsuzluk kavramlarinin c¢eliskili yapisiyla [7, 12 ve
20] ve sSonsuz kiimelerin kavramsallastirilmasinda karsilasilan
tarihi/epistomolojik engellerle [10] ilgilenir.

Matematik OJretiminde temel sayi kimeleri kabul edilen (0,1)
agik araligi dogal sayilar, tamsayilar, rasyonel sayilar, irrasyonel
sayllar ve reel sayilar ile oOzelliklerine ayrintili olarak vyer
verilmektedir. Ayrica sonluluk ve sonsuzluk kavramlari da detayli bir
sekilde incelenmektedir. Bu tip kavramlar, &dretmen adaylarinin 20.yy
Matematidini anlamalarina, Ozlimsemelerine ve yorumlamalarina temel
olusturmaktadir. Bu arastirmanin amaci, ortadgretim matematik
O0gretiminde okuyan ©Ogdrencilerin sonlu kime, sayilabilir sonsuz klime ve
sayllamayan sonsuz kime kavramlarini ne diizeyde anladiklari, nasil
algiladiklara ve bu kavramlardaki yanilgilarini ortaya koyarak
gerceklestirilen modelleme etkinlikleri ile bu kavramlardaki var olan
durumun nasil dedistigini gdzlemlemektir.

2. CALISMANIN ONEMi (RESEARCH SIGNIFICANCE)

OJrenim hayatimiz boyunca sonsuzluk kavrami matematik editiminde
ya problemin verileni olarak dogrudan alinmis ve 1Uzerinde islemler
yapilmis ya da cebirsel islemlerden yola c¢ikarak sonucta sonsuzluga
ulasilmistir. Bazen de bir postilat ya da aksiyomun veya matematiksel
bir diisiincenin igine gizlenmis ve bununla birlikte ¢cozume
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ulasilmistir. Matematiksel gosterim olarak kiimelerde bize
sonsuzlugu anlatirken aritmetik islemlerde ™ anlatilmak istenen
duygunun yerini almistir. Ortadgretim matematik programi
incelendiginde kimeler kuramina 6nemli Olcide yer verildigi
goriilmektedir. Dolayisiyla ortadgretim matematik Ogretmenligi
programinda OJrenim gdren OJretmen adaylarinin bir kimenin sonsuz
elemanli olmasinin ne anlama geldigini O&zUmsemis olmasi gerekir. Bu
nedenle kimelerin sonsuzludu, {izerinde arastirma yapilmasi gereken

OO"

konulardan biridir. Bu konuda literatir taramasi yapildiginda
Tirkiye’de modelleme lzerine bir c¢alismanin bulunmadigi gorilmiistir.
Yapilan calisma ile 6§retmen adaylarinain sonsuzlugdu zihinde

tasarlamalarina yardimci olacak etkinlikler sunulmus ve kimelere fakli
bakabilme becerisi kazandirilmaya calisilmistir.

3.DENEYSEL YONTEM (EXPERIMENTAL METHOD)

e Arastirma Modeli: Literatir incelendidinde arastirilan konulari
derinlemesine incelemek ic¢in 06zel durum c¢alismasi (6rnek olay
yontemi) yoénteminin kullanilmasi ©Onerilmektedir. Bu yOntem,
arastirmada nitel ve nicel tekniklerin beraber kullanilmasina
olanak tanimaktadir. Ayrica bu ydntemin veri toplama slirecinde
blitiin metodlarin kullanimina pozitif bakmaktadir [3]. Gall, Borg
ve Gall (1996) arastirmalarda durum c¢alismalarinin bir olayi
meydana getiren ayrintilari tanimlamak ve goérmek, bir olaya
iliskin olasi agiklamalari gelistirmek, bir olayi dederlendirmek
amaciyla yapildigini belirtmektedir [1].

e Calisma Grubu: Bu calisma, 2008-2009 egitim-6fretim yila
giiz/bahar yariyilinda EJitim fakiiltesi Orta OJretim Matematik

O6gretmenliginde boélimiinde 4. Sinifta OJrenim gdrmekte olan
secilen 25 O6grenci ile yuridtilmistir.
e Verilerin Toplanmasi ve Analizi: Arastirmanin basinda

6grencilerin sonlu kiime, sayilabilir kime, sayilamayan kime ve
sonsuz kime kavramlarina iliskin durumlarini tespit amaciyla 3
tane acik wuclu soru &Frencilere vydneltilmistir. OFrencilerin
cevap k&gitlari incelenerek dokiiman analizi vyapilmistir. Bu
cevaplar incelenerek o&gdrencilerin cevaplari siniflandirilmis,
ayni zamanda frekans ve yiizdelik dilimlere yer verilmistir. Daha
sonra Ogrenciler 1ile beraber iki tane modelleme etkinligi
yapilarak bu slre¢ sonunda O6Jrencilere acik uclu sorular
yoneltilerek cevaplarin analizi yapilmistir.

Arastirmaya katilan Odrencilerden “kiime nedir?” sorusuna ydnelik
ne anladiklarini yazili olarak detayli aciklamalari istenmistir. Bunun
paralelinde O6grencilere bir kiimenin eleman sayisi hakkindaki
dislinceleri vyine vyazili olarak sorulmus ve Orneklendirme yaparak
gerekcelerini detayli aciklamalari istenmistir. Devaminda kendilerine
dogal sayilar kimesi, tamsayilar kiimesi, rasyonel sayilar kiimesi, reel
sayilar kiimesi,.. gibi matematik derslerinde kullandiklari kimeler
verilerek eleman sayilarina gore siniflandirmalari istenmistir. Ayrica
detayli aciklamalari vyazili olarak alinmistir. Elde edilen veriler
dogrultusunda 6grencilerin O6grenim stiresi boyunca matematiksel
kavramlari kiimeler {zerine oturtarak islem yapmalarina radmen eleman
sayilari bakimindan kimeleri tanimadiklari tespit edilmistir. Eleman
sayilari bakimindan &Jrencilere =zihinlerinde kavram olusturmalarina
yardimci olmasi amaciyla iki matematiksel model sunulmus ve Odgrenci
iizerindeki etkileri de§erlendirilmistir.

4. BULGULAR VE TARTISMA (FINDINGS AND DISCUSSIONS)
Kime kavrami ilk kez 19. yy da George Cantor tarafindan ortaya
atilmistir. Zaman icinde codu OJrencinin kiimenin bu big¢cimsel tanimiyla
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celisen, nesneler toplulugundan olusan sezgisel kime tanimi
gelistirdigi gorulmistir [6]. Kime iyi tanimlanmis nesneler
toplulugudur. Verilen bir nesnenin bu topluluga ait olup olmadigi
konusunda herkes hemfikir olmalidir [17]. Kime kavrami, kitaplarda
“iyi tanimlanmis nesneler topluluguna ktime denir.” seklinde
tanimlanmaktadir. “Iyi tanimlanmis ifadesi ile anlatilmak istenen sey
nedir?” sorusu c¢odu OJgrencide bir anlam tasimamaktadir. Kimenin
elemanlarini sonlu olarak alinmasi kapalili bir bdlgede tanimlanmasi
bic¢ciminde yorumlanmaktadir [157. Bu diisiince ise, bir kiimenin

elemanlarinin sonlu sayida olmasi gibi bir zorunluludun olmamasi ile
celisir. Ornedin belli bir dodruyu olusturan noktalar kiimesi sonsuz
sayida elemana sahiptir. Kime kavraminin OJrencide biraktidi iz esas
alinarak bunun ilzerinden irdeleme yapilarak kiyaslama yoluna gidilmis,
6grencinin de kendi bilgisini sinama firsati verilmistir.

Bu incelemeler sonucunda elde edilen bulgular ve 1ilgili diisiinceler
sbyle Ozetlenebilir:

Ilk olarak ©6Jrencilere 06Jrenim vyasamlari boyunca en cok
karsilastiklari kiimenin tanimi sorulmustur. Elde edilen Dbulgular
asagida verilmistir.

Kimenin tanimina ait de§erlendirme:

e OJrencilerin %62 si kime tanimini “belli bir 6zellik gdz Oniine
alinarak olusturulan topluluk” olarak tanimlamistir. Iyi
tanimlilikla anlatilmak istenen seyin ortak 0Ozellik tasiyor
olmasi bi¢iminde ifade etmislerdir.

e OJrencilerin %31 1 kime tanimini “belli &zelliklere gdre ya da
herhangi bir 6zellik olmadan gruplandirilmis nesneler toplulugu”

biciminde tanimlamistir. Iyi tanimlilikla anlatilmak istenen
seyi 1ise genelde “bir kiimenin 1liste ydéntemi, Venn semasi ve
ortak 6zellik yontemi ile gbsterilmesi” seklinde
aciklamislardir.

e OJrencilerin %7 si ise ©o6rnek {izerinden kiimeyi tanimlamaya
calismistir. Genel bir tanim verememislerdir.

Tkinci olarak &3drencilere eleman sayisi bakimindan kimeleri kac
gruba ayirabilecedimiz sorulmustur.

Kimenin eleman sayisina ait dederlendirme:

e OJrencilerin %43 i bos kiime, alt kiime, evrensel kime, ayrik
kiime, denk kime, esit kiime, tek nokta kiimesi, ac¢ik klime, kapalzi
kiime, st klme gibi kimeye ait alt kavramlari yazmislardir.
Kimenin eleman sayisini bu kiimelerin belirttigini ifade
etmislerdir.

e OJrencilerin %37 si ise bos kiime, sonlu kime ve sonsuz kiime
seklinde ifade etmislerdir.

e Ogrencilerin %20 si ise kiimenin yazilim sekline gbre
gruplandirildigini ifade etmistir. Daha acik ifade ile Venn
semasi, liste ydntemi ve ortak 0Ozellik ydntemi eleman sayisina
gbre sec¢ildigini ifade etmislerdir.

Uclinci olarak, oJrencilere liste yapma metoduna gdére, IN dogJal
sayilar kimesi, 7Z tamsayilar kiumesi, Q rasyonel sayilar kimesi, IR
reel sayilar kimesi, (0,1) acik aralidi verilerek eleman sayilarina
gdbre siniflandirmalari istenmistir.

Sayi kimelerinin eleman sayisina gore de§erlendirme:

e OJrencilerin %20 si, verilen kumeleri eleman sayilarina gdre IN
ve 7Z kUmelerini sayilabilir sonsuz elemanli kime olarak ifade
ederken Q,IR ve (0,1) kimelerini sayilamayan sonsuz elemanli
kime olarak agiklamislardir.

e OJrencilerin %40 1 kimelerin eleman sayilari hakkinda bir yorum
getirememistir.
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e OJrencilerin %17 si sonsuz elemanli kime ile sayilabilir sonsuz
elemanli kimeyi bilmediklerini ifade etmislerdir.

e Ofrencilerin %23 1 kiimelerin birbiri ile iliskisi iizerinde
durmus ve hepsini sonsuz elemanli kiime almistir.

Yazili dokimanlar ayrintili incelendiginde, &Jrencilerin kime
kavramina vyoénelik Dbircok kavram vyanilgisinin (ne gibi ac¢ik olarak
ifade ediniz) oldugu dikkati c¢ekmektedir. Biz calismamizda sonlu ve
sayilabilir sonsuz elemanli kiime ile sayilamayan sonsuz elemanli
kimeleri siniflandirabilme becerileri ile ilgilenecegiz. Yazila
doklimanlardan ©drencilerin biytik bir ¢odunlugu sonsuz kavraminin
sayilabilir wve sayilamayan olusunun anlamsizligini dile getirmistir.
Ayrica sonlu ve sayilabilir sonsuz elemanli kime ile sayilamayan
sonsuz elemanli kiimenin ne anlama geldigini anlamadiklari gorilmistir.
Bunun i¢in asagidaki iki matematiksel model etkinlik olarak OJgrenciye
sunulmustur:

e 1. Etkinlik: Ilk etkinlik olarak bir insanin &mrii ortalama 70
y1l alinmis ve zamana bagli olarak mercimek taneleri ile
eslestirilmistir. Zamanda sinirlamaya gidildikc¢e mercimek tanesi
artmak zorunda kalmistir. Zaman dilimi kiigiildiik¢ce sayma tanimi
geredgince sonlu bir kiime sayilamayan sonsuz elemanli bir klmeye
dontismiistiir. BOylece zamana bagli bircok kime olusturulmustur.
Asagida s6z konusu kimeler ifade edilmistir:

Tablo 1. Zamana bagli olarak kiimenin eleman sayilarinin olusturulmasi
(Tablo 1. Determination of the number of element of the set depending

on time)
Adim . .
Uygulama ve matematiksel modeli
Sayisi
Bir insanin Omrinin ortalama 70 yi1l oldugunu disiinelim ve insan
Omrint mercimek tanesi ile esleyerek saymak isteyelim.
Insan &mriiniin her bir yilini bir mercimek tanesi ile esleyelim.
I. Adim Boylece her bir yili temsil eden 70 mercimek tanesi elde etmis
oluruz. Elimizde olusan kimeye A kiimesi dersek, 70 elemanli bir kime
elde edilmis olur.
Ikinci asamada insan Omriiniin her bir giiniini bir mercimek tanesi ile
IT. esleyelim. BOylece her bir glni temsil eden 365x70 mercimek tanesi
Adim ile Omrimiizii eslemis oluruz. Bu sekilde elde edilen kimeye B kiimesi
diyelim
Ucilincli asamada insan O6mriiniin her bir saatini bir mercimek tanesi ile
IIT. esleyelim. BOylece her bir saati temsil eden 24x365x70 mercimek
Adim tanesi ile Omrimizii eslemis oluruz. Bu sekilde elde edilen kiimeye C
ktimesi diyelim.
Dordiincli asamada insan Omrinin her bir dakikasini bir mercimek
IV. tanesi ile esleyelim. BOylece her bir dakikayi temsil eden
Adim 60x24x365x70 mercimek tanesi ile omrimiizii eslemis oluruz. Bu sekilde

elde edilen kiimeye D kiimesi diyelim.

Besinci asamada insan Omrinin her bir saniyesini bir mercimek tanesi
ile esleyelim. Boylece her bir saniyeyi temsil eden 60x60x24x365x70
V. Adim mercimek tanesi ile Omrimiizi eslemis oluruz. Bu sekilde elde edilen
kiimeye E kimesi diyelim.

Altinci asamada insan Omrinin her bir saniyenin atmis da biri olan
bir saliseyi bir mercimek tanesi ile esleyelim. BOylece her bir

VI. . . . . . .. e

Adim saniyeyl temsil eden 60x60x60x24x365x70 mercimek tanesi ile Omrimiizi
eslemis oluruz. Bu sekilde elde edilen kimeye F kilmesi diyelim.

VII. Bu sekilde devam edilerek G, H, ..klUmeleri olusturulabilir.

Adim
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Arastirmaya katilan Ogretmen adaylarinin tamami olusturulan
A,B,C,.. kimelerinin aslinda ayni seyi ifade ettidini vurgulamislardir.
Gercek vyasam modeli olarak ele alindiginda kimeler secilen birime
bagdli olarak insan ©&mrini tanimlamasina karsilik F ve devamindaki
kiimeleri sayamayiz. Ancak hipotezle birlikte matematiksel bir kurala
dayandirildidinda olusturulan kiimelerden F ve devamindaki kimeleri
sayma yontemine gbre sayabiliriz. Bu durum OJretmen adaylarinin
saymanin tanimi konusunda bir karam yanilgisi yasadiklarini
gbstermektedir. Bu nedenle, verilen etkinlik secimi beraberinde bir
kavram yanilgisi getirmistir. Bu durum ise etkinlik seciminin ne kadar
hassas bir konu olduunu gosteriyor. Bir sonraki asamada OJrencilere
esleme vyoluyla saymanin tanimi hatirlatilmis ve zamana bagli olarak
elde edilen kiimelerin hangilerinin elemanlarinin sayilip
sayillamayacadil sorulmustur. O§renci zamani ve esleme yoluyla sayma
yontemini g&z ardi ederek hepsinin sayilabilecedini ifade etmistir.
Bunun karsiligi olarak ilkel sayma yoOntemine basvurulmus ve ipe digim
atarak arastirmaya katilan OJretmen adaylari ile Dbirlikte kiimenin
elemanlari asagidaki gibi esleme yoluyla sayilmistir:

Tablo 2. Kimenin eleman sayilarinin esleme yoluyla sayilmasi
(Tablo 2. The counting of the number of elements of the set by
correspondence)

Olusturulan

Kimeler Eleman sayisi hakkindaki yorum

Bir ipe her yil i¢in bir didim atilabilir.
A kimesi Dolayisiyla A kimesi 70 elemanli kiime olup,
elemanlarini sayabiliriz.

Bir ipe her gin bir digtim atabiliriz. Bdylece B
B kiimesi kiimesi 365x70 elemanli kiime olup, elemanlarini
sayabiliriz.

Bir ipe her saat basinda bir diglim atabiliriz.
Boylece C kimesi 24x365x70 elemanli bir kiime olup,

C kimesi C s
elemanlarini sayabiliriz.

Bir ipe her bir dakikada bir digim atabiliriz.
D klmesi BOylece D kimesi 60x24x365x70 elemanli bir kiime
olup, elemanlarini sayabiliriz.

Bir ipe her bir saniyede bir digim atabiliriz.
E klimesi Boylece E kiimesi 60x60x24x365x70 elemanli bir kime
olup, elemanlarini sayabiliriz.

Bir ipe saniyenin 60 da biri olan her bir salisede
bir digim atmak isteyelim. Bir saniye ic¢inde 60
digim atabilmek ig¢in ne el becerimiz o denli
gelismis ne de zihinden bir saniye ig¢inde 60 kez
sayabiliriz. Yani saymanin tanimi geredince zamana
bagimli kilindiginda sayilamayan kiimeye doniisir.
Oysa zamani ortadan kaldirdigimizda
60x60x60x24%x365x70 elemanli kiime elde ederiz. Yani
sonlu elemanli bir kiime olup, yine elemanlarini

F kiimesi

sayabiliriz.
Olusturulabilecek F kimesi ic¢cin yapilan aciklamalar bu kimeler
diger kimeler icinde gecerlidir.

Uygulamaya katilan OJretmen adaylarina bu sekilde olusturulan

A,B,C,D,.. kiUmelerinin eleman sayilari hakkindaki dislnceleri ve
aralarindaki iliski  sorulmustur. Her Dbir ogJretmen adayi Dbutin
ktmelerin zamana bagimli olarak ayni seyi tanimladigini ifade
etmistir. Eleman sayilarini ise =zamanin Dbelirledigini ©&6zellikle
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vurgulamislardir. Buna gdre Odrencilerden s&z konusu kiimeleri sonlu

elemanli kume,

elemanli kiime olarak ic

grupta

O§rencilerin yanitlari asagidaki tabloda verilmistir:

sayilabilir sonsuz elemanli kiime ve sayilamayan sonsuz
siniflandirmalara

istenmistir.

Tablo 3. Kimelerin siniflandirilmasina ydnelik &6§renci goériislerine ait
bulgular

(Tablo 3. Findings of students’ toughts about the classification of

the sets)

Sonlu Sayilabilir Sayilamayan Yizdelik
elemanli sonsuz sonsuz Dilimleri
kime elemanla elemanli (%)
kime kime

I. Grup A,B,C,D,E - F 216

IT. Grup A,B C,D,E F %9

ITI. Grup A B,C,D,E F %28

IV. Grup A,B,C D,E F %13

V.Grup A,B,C,D,E F - 232

VI. Grup A,B,C,D,E,F - - 52

Tablo 3 incelendiginde ilk doért grubu, 6rnekleme katilan
adaylarin %66’1 olusturmaktadir. Elde edilen bu bulgular O&rnekleme
katilan adaylarla tablo {zerinden tekrar tartisilarak asagidaki
donitler alinmistir.

. Sonlu ve sayilabilir  sonsuz elemanli kiime  gbreceli bir
kavramdir. Sayma Dbecerisi ve sabra gbre kisiden kisiye
defisebilir.

° Aslinda sonlu bir kiime sayilabilir wve sayilamayan sonsuz
elemanli Dbir kiime olarak distntldt. Sonsuzludu ona zaman
kazandirdi.

Sonsuz diye bir kavram olmadigini gdzlemledim.

Mercimek tanesi ile Omrimin eslestirilmesine ¢ok sasirmadim.
Ancak her gline bir mercimek eslemesi yapildiginda ve sadece 2
paket kadar Omrimiin oldugunu disindigimde c¢ok sasirdim. Ilk
aklima gelen soru Y“acaba ne kadarini kullandim?” demek oldu.
Ilerleyen kimelerde paketlerin sayisi arttikca itiraf etmeliyim
ki bende rahatladim.

Donltitler esas alinarak tablo Uzerinden 1lgili kiimeler eleman
sayilari Dbakimindan O&Jretmen adaylari ile birlikte uygun bir sinifa
yerlestirilmeye c¢alisilmistir. Katilimcilara Dbu asamada ‘biz hangi
kimeye sonlu, hangi kimeye sayilabilir sonsuz, hangi kiimeye
sayllamayan sonsuz elemanli kiime diyecegiz?’ sorusu yo6neltilmistir.
Tartisma sonucunda F kiimesi herkes tarafindan sayilamayan sonsuz
elemanli kime olarak kabul edilmistir. Buna ragmen sonlu ve
sayilabilir sonsuz elemanli kiimeye dagilim vyaparken bir uzlasmaya
varilamamistir. Bizler tarafindan bu tartismaya karsilik olarak
kendilerine asagidaki Oneri getirilmistir.

Bu {¢ kimeyi ‘sonlu, sayilabilir sonsuz ve sayllamayan sonsuz
elemanli kime’ Dbiciminde {¢ ayri kavramin dizilisi seklinde degil
‘Sonlu ve sayilabilir sonsuz elemanli kiime ile sayilamayan sonsuz

elemanli kime’ bigiminde iki farkli kavramin dizilisi seklinde ifade
edilebilmesi halinde 1ilk ikisi bir grup dideri ise kendi basina bir

grup olusturacagi tercihlerine sunulmustur. Gerekce olarak
kendilerinin de ifade ettidi gibi kimenin elemanlarini birer Dbirer
saymak sabir gerektirir. Kimi Ornedin 365x70 tane elemani sayma

zahmetine katlanirken bir baskasi i¢in yorucu olabilir. Dolayisi ile
birisi ig¢in sonlu olan bir kiime digeri i¢in sayilabilir sonsuz klume
tanimlayabilir. Yapilan aciklama dodrultusunda katilimcilarin tamami
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Oneriyi benimsemistir. Boylece dil ile matematik arasindaki iliskinin
O6nemi O6n plana ¢ikmistair.

Son olarak katilimcilardan, sayilabilir sonsuz ve sayilamayan
sonsuz elemanli kimeye &rnek modeller olusturmalari istenmistir.
Katilimcilarin %72 si gercek vyasamdan O&rneklerle modelleme yoluna
gitmis ve kimeleri elemanlari bakimindan siniflandirmistir. Ancak %28
i istenilen basariyi gOsterememistir. Bunun sebebi ise sinirli bir
yapida sonsuz bir kavram olusturabilme dislincesinin algilanamayisi
olmustur. Bunun ic¢in de asadida sunulan etkinlik gercgeklestirilmistir.

e 2. Etkinlik: Uygulamaya katilan 6Jretmen adaylarindan birer kare
kagit istenmistir. Kare kadit katlanarak 64 birim kareye
bolinmistir. Birimler esas alinarak 1/2+1/4+1/8+1/16+1/32+1/64+..
toplaminin sonucunu bulmalari istenmistir. Bunun ic¢in asadgidaki
asamalar gerceklestirilmistir:

Tablo 4. Sonsuzluk kavraminin olusturulmasina ydnelik matematiksel
model etkinligi
(Tablo 4. The mathematical modelling activity about forming the concep
of infinitive)

1 .
Uygulama Islem Matematiksel Model
Sirasi
Alinan kare kagit 64
I. Asama birim kareye
ayrilmistir.

Bir bitinin * 1lik
ITI. Asama

kismini tarayalim.
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Tablo 4’in devami

Bitinin * lik kismini

;jgga ya da kalan parcanin *s
g lik kismini tarayalim.
Bitinlin 1/8 1ik kismi
ya da kalan kismin ¥
IV. Asama lik parcasini
tarayalim.
Bitiniin 1/16 lik kismi
V. Asama ya da kalan kismin ¥

1lik parcasi tarayalim.
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Tablo 4’in devami

Bitiniin 1/32 1lik kisma
ya da kalan kismin *
1lik parcasi tarayalim.

VI. Asama

Bitunin 1/64 1lik kismi
ya da kalan kismin ¥
VITI. lik parcasini
Asama tarayalim.

Tablo 4 incelenirse taranmayan bir birimlik bir alan kalmistair.
Tablo lizerinden Odrencilere ilk olarak geriye kalan bir birimlik alana
ayni islemin uygulanip uygulanamayacadi sorulmustur. OJrencilerin
%2414 “uygulayamayiz” yanitini vermistir. Gerekg¢e olarak birim oldugdu
i¢in parcalanamaz yanitini vermislerdir.

ikinci olarak “Bir Dbirimlik alana ayni islemi uygulamadan
islemin sonucunu sdoyleyebilir misiniz?” sorusu yoneltilmistir.
Adaylarin %20 si bu soruya dodru yanit verememistir. Gerekceleri ise
“bu islemi ne kadar wuygularsak uygulayalim kullanilmayan bir alan
kalacaktir”, olmustur.

Uclincti olarak “1/2+1/4+41/8+1/16+1/32+1/64+.. toplam1 geometrik
olarak neyi temsil etmektedir?” sorusu yoneltilmistir. OJretmen
adaylarinin %16 si kararsiz kalirken %73 4 en basta alinan bir
birimlik karenin alanini temsil ettidini sOylemistir. %11 1 ise en
basta alinan karenin alanindan bir birimi c¢ikararak tarali olan alani
temsil ettidini soylemistir.

Doérdunci olarak “1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64, .. bir ktimenin
elemanlari olarak kabul edilirse elde edilen klime elemanlari
bakimindan hangi sinifa aittir?” seklinde bir soru yoneltilmistir.

Adaylar, Dbirinci etkinlikten hareketle, kiimenin elemanlarini tarali
alanlarla birebir eslemis ve

%$10u sonlu,

%251 sayilamayan sonsuz,

%651 ise sayilabilir sonsuz elemanli kime
cevabini vermistir. Yapilan Dbirebir sorgulamada arastirmacilardan
ancak %601inin bilin¢li yanit verdidi gdzlenmistir. Dider %4011k dilimi
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ise seriyi daha Once analiz derslerinden tanidiklari ic¢in bilingsiz
yanit vermistir.

Besinci olarak o6grencilere birinci etkinlikteki sonsuz kavrami
ile ikinci etkinlikteki sonsuz kavrami arasindaki iliski sorulmustur.
Genel olarak sonsuz elemanli kiime denildiginde aslinda canim isterse
sayarim anlami tasirken ikinci etkinlikte canim istese de sayamam.
Sadece sayilabilecedini disinlirim vyanitini vermislerdir. Sezgisel
olarak yaklasabilmisler, ancak matematiksel dille ifade
edememislerdir.

O§rencilerden bir ay sonra gdris alinarak kimenin eleman sayilarzi
hakkindaki gorisleri tartisilmistar. Tartisma sonucunda Ozetle
asagidaki sonug¢lara ulasilmistir.

e Sonsuz kUme sonlu bir kiimenin ayrintilarina inilmesiyle elde
edilebilir. Bu durumda biz sonsuz bir kiimeden sonlu bir kimeye
ya da sonlu bir kiimeden sonsuz bir kiimeye ulasabiliriz.

e Insan zihninin vyetersiz kaldi§i durumlarda vyani problemin
coziilemememsi durumunda sonsuz kavramini sorunlarini c¢dzmek icin
ortaya atmis olabilir. Tarihte, Sonsuzluk kavrami da degiskenlik

gbstermis olabilir. Yillar ©Oncesine ait sonsuz bir kime
ginlimiizde bilgisayar araciligi ile sonlu bir kimeye donlismis
olacaktir.

e Matematikte kullanilan IR,Z,C,Q IN kiimelerinin sonsuzlugu
aslinda bu kimelerin evrenselliginden kaynaklaniyor olabilir.
Her gecen yilda biraz daha biyluk sayilara ihtiyac¢ duyuyoruz.
Dolayisi ile herkes istedigi kadar elemani Dbu kimelere
yazabiliyor. Ismi hi¢ deJismiyor. Daima sonsuz elemanli olarak

kaliyor.

e Hayatimizda da sOyle bir baktidimizda ayrintilara indikce isimiz
zorlastikca  sonsuz kavramini kullaniriz. Ka¢ vyasindasiniz?
Sorusunun cevabi Dbasittir. Ama hayatiniz Dboyunca kac¢ nefes

aldiniz sorusunun cevabi hayli karmasiktir. Biiylik ihtimalle bu
soruya verilecek cevap sonsuzdur. Sonsuz kiime {izerinde hesap
yapmadan sonucu yazilamayan elemanlarin ktimesi gibi
algilayabiliriz.

e Insan olarak hicbir duyu organimizla algilayamadigimiz ama var
oldugunu sezinledigimiz her seydir.

e Matematikte sonsuzluk pek c¢cok yerde karsimiza cikar. Hepsinin de
ortak 6zelligi belirsizlige karsilik gelmesi diyebilirim.

5. SONUCLAR VE ONERILER (CONCLUSIONS AND COMMENDATION)

e Birebir esleme vyoluyla sayma vyapilirken sayet sayma islemi
parametreye baglanirsa, klUmelerin ¢esitliliginin ortaya ¢iktiga
gbzlenmistir. Yine sayilabilen birgokluk istenilirse sayilamayan
bircokluga doniistirilebilecegini gbzlemleme firsata
bulmuslardair.

e Sinirla bir yapi icinde sonsuz bir distnce yaratmanin
matematiksel uygulamalara saglayabilecedi vyararlar tartisilarak
benimsemeleri saglanmistir.

e Tkinci etkinlikte Bolzano- Weierstrass’in parcalama ydéntemi ile
kimenin tUrind belirleme yoluna gidilmistir.

e Dil ile matematik arasinda bir iliski kuramamislardir.
Sayilabilir soé6zciginti matematide ait yeni bir kavram olarak
algiladiklarini ifade etmislerdir. Etkinlikler tamamlandiktan
sonra, saymak kelimesinden tiretilmis oldudunu ve keyfiyetlik
ig¢inde saymanin tanimini dogrulamasi gerektigini ifade
etmislerdir.
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e Bu kimelerden hangisinin soyut hangisinin somut kiime olusturdugu
arastirmalari istenmistir. Baslangicta soyut kiime, somut kiime
arasindaki farka belirleyememislerdir. Yonlendirme ile bu
kiimeleri tanimlayabilmislerdir.

e OJrencilere bir soru olarak da Lagrange’in , “Tanri Matematidi o
kadar c¢ok seviyor ki; hatalar hatalari gotirmiis geriye yalnizca
dogrular kalmis”, so6zii hatirlatilarak ikinci etkinlikte bu so6zi
dogrulamalari istenmistir. Baslangicta kendilerine sunulan sonlu
bir alan wvardi. Sonlu alana belli bir kurala gbre islemler
uygulandiktan sonra elde bir birimlik alan kalmistir. Kalan

parcada sonlu bir alan tanimlar. Bu sonlu alana karsilik .. (dc
nokta) getirilerek sonsuzlukla eslestirilmistir. Yapilan islemin
sonucu ise sonlu cikmistir. Yapilan bu etkinlikler,

matematikgileri anlamalarina yardimcil olmustur.

e OJrencilere pratide doéniik dogru bilgi sunuldudunda onlarda kendi
yasamlarindan modellerle matematigi anlamaya c¢alisabilecekleri
gézlenmistir. Ornegin, “Bir hastaya =zamana badimli olarak
verilen serumun damla sayisi, birim zamandaki damla sayisi
arttikca sayilamaz bir hal alir”. “Musluktan damla damla akan
suyun her Dbir damlasini vyavas akmasi halinde sayabilmisler,
ancak hizli akmasi halinde sayilamaz olmustur”. Yine Dbenzer
sekilde “Uzim badindaki iiztimleri sayarak kiimeleri olusturma
yoluna gitmislerdir”.

e Bir kavramin matematiksel modellemesi ile 0Ogrenciye sunulmaszi,
onlarin neyi anlayip neyi anlamadiklarini analiz etmelerine
yardimci olmaktadir. OFrencinin kendi bilgisinin kontroliini
yapabilmesi i¢in bu tip uygulamalara daha sik yer verilmelidir.

NOT (NOTICE)
Bu c¢alisma, 8. Matematik Sempozyumunda (2009) s6z1ldi bildiri
olarak sunulmustur.
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