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BIR TIP BULANIK DOGRUSAL DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMININ COzUMU

OZET

Bu calismada; baslangi¢ dederi, alfa-kesitleri elipsoitler olan bir
bulanik kiime ile verilen ama dinamigi kesin (belirli) olan bulanik dogrusal
diferansiyel denklem sistemi (BDDDS) incelenmistir. Bu giine kadar vyapilan
arastirmalarda baslangi¢ de§eri, bulanik sayilar vektdri ile verilen BDDDS
incelenmistir. Bu da Dbaslangi¢ vektdrin her Dbir Dbileseninin bagimsiz
belirsizlige sahip olmasi demektir. BoOyle bir varsayim, esnek hesaplamalari
6nemli Olcg¢ide kolaylastirmaktadir, fakat bulanik modelde ciddi boyutlarda
veri kaybina veya veri fazlalidina neden olmaktadir. Ornedin, 2 boyutlu
durumda elipsin en uygun dikddértgenle yaklastirilmasi, incelenmesi gereken
baz1i bodlgeleri disarida birakacaktir ve tersine. Bu calismada, baslangic
dederi bulanik elipsoit olan BDDDS ig¢in ¢ozim yoéntemi Onerilmistir. Yontem,
dogrusal doniisimiin bir elipsoidi, baska Dbir elipsoide doéntstliirmesi
gercedgine dayanmaktadir. Her bir zaman aninda sistemin ¢ozuml, alfa-
kesitleri ic ice konumlanmis elipsoitler olan bulanik bir kime
olusturmaktadir. Yontem, cesitli Ornekler iizerinde aciklanmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik Dogrusal Diferansiyel Denklem Sistemi,

Bulanik Kiime, Dodrusal Doniisiim

SOLVING A TYPE OF FUZZY LINEAR SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

ABSTRACT

In this study, a type of fuzzy linear systems of differential
equations (FLSDE) 1is analyzed. The dynamics of the system 1is definite
(crisp) but initial wvalue is a fuzzy set the alpha-cuts of which are
ellipsoids. In the researches made up to now, FLSDE with initial wvalue
given as a vector of fuzzy numbers 1s analyzed. It means that each
component of the initial wvector has independent uncertainty. Such an
assumption simplifies soft calculations, but it causes either serious data
loss or excessive data handling in fuzzy model. For example, 1in two-
dimensional case, approximation of an ellipse with appropriate rectangle
will leave out the regions that are necessary to examine and vice versa. In
this study, a method of solution for FLSDE with initial value given as a
fuzzy ellipsoid is suggested. The method is based on the fact that a linear
transformation maps an ellipsoid to another ellipsoid. At any time the
system’s solution constitutes a fuzzy set, alpha-cuts of which are nested
ellipsoids. The suggested method was explained on different examples.

Keywords: Fuzzy Linear System of Differential Equations,

Fuzzy Set, Linear Transformation
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1. GIRiS (INTRODUCTION)

Bulanik tlrev kavrami Chang ve Zadeh tarafindan verilmis [4], Dubois
ve Prade tarafindan gelistirilmistir [5]. Bulanik diferansiyel denklem
(BDD) kavramini ise, 1987 yilinda Kandel ve Byatt [14-15] kullanmislardir.
Daha sonralar bulanik tlrev ic¢in ¢esitli tanimlar ortaya atilmistir. Bu
tanimlardan ilk ve en yaygin olani Hukuhara tirevidir [9]. Puri ve Ralescu
bu kavrami genellestirmisler [16] ve genellestirilmis yaklasim Kaleva [11
ve 12] tarafindan arastirilmistir. Hukuhara tirevinin en Onemli
dezavantaji, =zamanla bulaniklidin artmasi ve kesin c¢ozimden c¢ok uzak
cOzlimlerin elde edilmesidir [13]. Seikkala [17], Hukuhara tirevinin bu
dezavantajini ortadan kaldirmak ig¢in daha genel bir bulanik tirev kavrami
Onermis ama bu kavramin Dubois ve Prade [5] tarafindan gelistirilmis
kavramin aynisi oldudgu anlasilmistir. Bulanik sayi degerli fonksiyonlarin
tiirev kavramini kullanmaktan kacinmak icin Hillermeier [10] BDD’ leri
diferansiyel dahiletmeler ailesi gibi incelemistir. Buckley ve b. [2 ve 3]
bulanik dodrusal diferansiyel denklem sistemleri (BDDDS) i¢in baslangig
deder probleminin ¢ok genel bir formiilasyonunu vermisler. Onlar Once kesin
¢6ztimli buluyorlar, sonra ise bu ¢dzimi bulaniklastirarak sistemi saglayip
saglamadigini inceliyorlar.

Bu calismada, biz, Buckley ve b. [2 ve 3] formlilasyonuna uyan BDDDS
inceliyoruz. Bu formilasyonda BDDDS’nin katsayilari reel sayilardir,
sistemin ¢o6zUmlerinden her biri kesin (belirli) fonksiyondur. Bulaniklik
ise, sadece baslangic¢ dederdedir. [2 wve 3] c¢alismalarindan farkli olarak
biz baslangi¢ dederi bulanik sayilar vektdridl olarak almiyoruz. Bunun yerine
baslangi¢ de§erin bulanik bir kime oldudunu varsayiyoruz. Didger bir fark
ise, BDDDS’nin ¢6ziml anlayisidir. Bizim vyaklasimimiza gdre ¢6zim, her
birinin belli bir olabilirligi olan vektor-fonksiyonlarin bulanik
kiimesidir. Calismada, hesaplamalari kolaylastirmak ic¢in baslangi¢ bulanik
kiime olarak bulanik elips alinmistir. Aslinda, Onerilen ¢dzim ydntemi tim
bulanik kiimeler icin gecerlidir. Yontem, dogrusal doniistimlerin
0zelliklerine dayanan geometrik vyaklasim {izerine gelistirilmistir. Bu
yaklasim ilk defa [6 ve 7]’de bulanik dogrusal cebirsel denklem sistemleri
icin, sonra ise [8]’de BDDDS i¢in uygulanmistir. [8]’de X(0) baslangic
degerinin, bulanik sayilar vektori oldugu durum incelenmistir:
X(O)eElelxn-xEl. Bu durumda baslangi¢ vektdriin her bileseni bir bulanik
sayidir ve kendi (diger bilesenlerinkinden badimsiz) Uyelik fonksiyonuna

sahiptir. [8]’den farkli olarak, sunulan bu calismada X(0)eE" durumuna,

yani, baslangic dederin, R"’den olan vektérlerin bir bulanik kiimesi oldudu
duruma bakilmistir. (Bu durumda tek iiyelik fonksiyonu wvardir ve baslangicg
vektoriin bilesenleri birbirlerinden badimsiz dedildir). Uygulamada dogal
olarak ortaya ¢ikan bu durum simdiye kadar arastirmacilar tarafindan
incelenmemistir.

Bu c¢alisma, Girisle birlikte 5 Dboélimden olusmaktadir. 2. bolimde
BDDDS ig¢in Dbaslangi¢ deder problemi tanimlanmistir. 3. bodlimde Cozim
yontemi anlatilmis, 4. bdliimde Ornekler c¢oézilmistir. 5. bolim ise
Sonuc¢lardan olusmaktadir.

2. BULANIK DOGRUSAL DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI
(FUZZY LINEAR SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS)

&, (I<i,j<n) reel sayilar, fi(t), @<i<n) verilen reel degerli fonksiyonlar
olsunlar.
X (t) = ag9Xq + Xy + ...+ 3, X, + (1)
X (t) = 8p1X; + AgoXy +...+ 8y X, + Ty (t)

X (1) = a X + 0% + ...+ & X, + T (1)
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sistemine,
(% (to) X2 (tp), -, Xn (tp)) = B (2)
bulanik baslangi¢ deferi ile Dbirlikte, Dbulanik dodrusal diferansiyel

denklem sistemi (BDDDS) denir. Burada g, R"den olan vektdrlerin bir
bulanik kiimesidir.

(1)-(2) problemi matris notasyonu kullanilarak asagidaki sekilde
yazilabilir:
X'=AX +F(t)
~ (3)

Burada A=[g;], nxn boyutlu reel matris, F(t) = (f,(t), fo(0),....F, ()T reel vektdr-

fonksiyon ve § bir bulanik kimedir.
Eger diferansiyel denklemler, Dbir cismin hareket denklemleri olarak
distinilirse, bulanik baslangic deder, 1; aninda cismin konumu uzerine bir

belirsizlik olduguna isaret etmektedir. Asadida, genellidi bozmadan t;=0
alinmistir.

(1)-(2) (veya (3)) probleminin ¢o6zimli olarak neyi kastettigimizi
aciklayalim. Baslangi¢ boélgeden herhangi bir P noktasini alalim: PeB.
#z3(P)=a olsun. P baslangic degerine sahip olan ve (1) sistemini saglayan
tek X(t) vektdr-fonksiyonu vardir. Bu X() vektdér-fonksiyonuna, (1)-(2)
probleminin a olabilirlikli c¢oziml diyecediz. BoOyle vektor-fonksiyonlardan

olusan i bulanik kimesi, problemin ¢ozUmini belirleyecektir. i kiimesi,
vektdr-fonksiyonlarin bulanik demeti olarak da yorumlanabilir.

Bu c¢alismada yg(X):maX{l—\/(X—Xc)TS(X—XC);0} alinacaktir. Burada S,

verilen pozitif tanimli simetrik matristir. E bulanik kiimesi, uzayda, «a-
kesitleri ig¢-ice konumlanmis esmerkezli elipsoitler (6zel durumda, klreler)
olan bir bolge olusturmaktadir. X vektori, bdlgenin merkezini
belirlemektedir.

3. ¢O6z0M YONTEMI (METHOD OF SOLUTION)

(3) probleminin, vektor-fonksiyonlarin bulanik kiimesi biciminde
¢OzUminin nasil elde edilebilecedini aciklayalim. Baslangi¢ degeri,
B=Db, +b seklinde g&sterelim. Burada, olabilirlidi 1 olan by =X, vektdri,
§ bulanik bdélgesinin tepesini (kesin (belirli) kismini); b ise, tepesi

orijinde olan belirsizligini gOstermektedir. b’nin {iyelik fonksiyonu
yB(x):max{l—,[xTS X; O} dir. (3) sisteminin ¢&zimiinin, )Z(t):xcr(t)+§(t) (kesin
¢ozim + belirsizlik) big¢iminde oldugu kolaylikla goritlebilir. Burada X(t)
vektdor-fonksiyonu,

X"'=AX +F(t)

{x(o):bcr
homojen olmayan kesin (belirli) problemin c¢ozimidir; iﬁ) ise,

X"= AX

{X(0)=B
homojen sisteminin, bulanik baslangi¢ dedere karsilik c¢ozumidir.

Eger sistem (3) bir cismin hareketini ifade ediyorsa, X (), ana

yoriinge olarak yorumlanabilir. Xgr () ¢OzUmli, analitik veya sayisal
yontemlerin yardimi ile hesaplanabilir. Boylelikle, verilen sistem (3)’{n
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¢Ozumi, baslangi¢ dederi Dbulanik olan homojen sistemin ¢ozlilmesine
indirgenmistir.
Cozlim, asagida listelenen bilgilere dayanarak elde edilecektir.

e Baslangic¢ deJerin belirledigi b kiimesi, R" uzayinda bir bulanik
bbdlge olusturmaktadir. Bu bdlgenin tepesi orijindedir, siniri ise,
elipsoit seklindedir. Bolgenin o kesitleri, ic-ice yerlesen
elipsoitler olusturmaktadir.

Dogrusal donlistimler {izerine asadidaki bilgiler kullanilacaktir [1]:

e Bir dogrusal donltsim, orijini (s1fir wvektdrini), orijine (s1fir
vektorine) dontustirir.

e Bir dogrusal doéniisiim, bir elipsoidi, baska bir elipsoide doniistirir.

Sonraki ¢ o6zellik,
X' = AX
(4)
{X(O):v
baslangi¢ deder problemi tzerinedir:

e (CoOzumiin varligi ve tekligi teoremine gdre P ve QO gibi iki farklz
baslangic¢ noktasindan c¢ikan ¢ozim edrileri hic¢ bir t=t. zaman aninda
kesismezler.

e Baslangic defer probleminin ¢dzumil xa):eNv bicimindedir.

e Bir t=t. =zamani icin X(t.)=e"x(0)=Mx(0), burada M sabit degerli,
terslenebilir bir matristir. Dolayisiyla, bir t=t zaman aninda ¢dzim

fonksiyonunun dederi, matrisi M olan bir dodrusal doénlistm Uzerine

belirlenmektedir.
Yukarida listelenmis 1-6 bilgilerden yola c¢ikarak asagidaki sonuca
varilabilir: baslangi¢ degerleri, bir elipsoit lzerinde olan ¢ozlm

edrilerinin bir t=t« zaman anina karsilik gelen noktalari da bir elipsoit
olusturacaktir.

nN=2 durumunda elipsoit, bir elips (kiire ise, bir daire) anlamina
gelmektedir. Yukaridaki Dbilgilere gbre, ¢dzim edrileri, Xyt  koordinat
uzayinda t yoniinde ilerleyen ig¢-ige yerlesen yiizeyler olusturur. Bu
yluzeylerin, t=t. dizlemi ile kesiti ic¢-ice yerlesen elipsler seklindedir.

Xy koordinat dizleminde ¢ozumin davranisini asagidaki gibi
yorumlayabiliriz. «a -kesitleri, esmerkezli elipsler olan ve hareket eden
bir Dbolge diislinelim. Hareket sirasinda bu bdlgenin konumu, boyutlari ve
yonli dedisebilir; ama her Dbir zaman aninda « -kesitleri, esmerkezli
elipsler olarak kalacaktir. Bdlgenin tepe noktasinin (merkezinin) hareketi,
kesin ¢ozim ile belirlenir.

Yukarida, n boyutlu durumda ¢ozim kiimesinin nasil oldudu niteliksel

olarak aciklanmistir. Cozim kiimesi ve onun a -kesitleri asagidaki
formiillerle ifade edilebilirler:
X ={x0=x,@+eplpTsp<}; X, ={x0=x, @ +ep IpTs p< -’} (5)

Bir t aninda, c¢ozumin dederleri bir elipsoit olusturmaktadir:

X ={y 16 -xe O 715 My, (0) <1}
(X)) =3y 1 (V=X )T AS e (y—xe, (1) < Q- ) }

Not: (X(t)), elipsoidi, X(t) elipsoidine benzerdir (benzerlik katsayisi
l-o) .
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4. ORNEKLER (EXAMPLES)
e Ornek 1.

x| [3 -1][x] | 5t2-15t—25
= + ) (6)
y 4 -2||y]| |10t*-10t—40

sistemini,

Hx o (%) = max{l—\/ () + (52 0}

ilyelik fonksiyonu ile verilen bulanik baslangi¢ deder icin ¢oziniz.
a=04 deferi ig¢in ¢oézimliin «a -kesitini bulunuz.
e Cozum:

Baslangig deger, koordinat dizleminde bir bulanik bélge
olusturmaktadir. Bu bdlge, (X, ¥)=(@56) merkezli, X ve Yy eksenleri boyunca
yaricaplari uygun olarak 1 ve 2 olan elips seklindedir. B&lgenin siniri
(t=0 anindaki dis elips) ve a=04 icin «a-kesiti (i¢ elips), Sekil 1’de
gosterilmistir. B&lgenin, bm::a5,6f- vektdrii ile belirlenen tepesi, nokta

ile isaretlenmistir.
Verilen problemin ¢Ozimii 2 adima gercgeklestirilir:

e Homojen olmayan sistemin kesin baslangi¢ dedere karsilik gelen kesin
cOzimli belirlenir.

x(O)}
y(0)

Xer (1) =5(t+2)+1e™ + e

15
:{6} baslangi¢ deJerine karsilik c¢cdzimii:

(6) sisteminin, {

Yor(t)= 5t° +e+Llle?
I11gili grafik, Sekil 1’de kalin c¢izgi ile gdsterilmistir.
e Homojen sistemin, tepesi orijinde olan bulanik Dbaslangic degere

karsilik bulanik ¢ozimi arastirilir. Yani,

o

sistemi,

Hx ) (%, Y) = max{l— V&) + (%)2 ; O} (8)

iilyelik fonksiyonu ile verilen bulanik baslangic¢ deder icin c¢ozilir.
(8) formilii ile tanimlanan orijin merkezli elips, t=0 anindaki dis elipsin

(Sekil 1), -b, vektori kadar Otelenmesiyle elde edilir.

(7) sistemin genel c¢ozimi:

x(t) = cet+ce®

y(t) =4ce ' +ce”

x(0)=a, y(0)=b baslangi¢ degerlerine karsilik sabitlerin ilgili degerleri:
¢, =(-a+h)/3 ve <c,=(@a-b)/3 olarak belirlenir.

Bulanik baslangig degerin a -kesitleri, benzer esmerkezli elipsler
oldugundan ¢ozimin bir «a -kesiti, geometrik benzerlikten bulunabilir ve ek

hesaplamalar gerektirmiyor (Sekil 1).
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t=0 aninda baslangic¢ deJerin olusturdudu bulanik bdlgenin sinirza
(dis elips) ve a=04-kesiti (ic¢c elips) silirekli cizgilerle
t=025 ve t=05 zaman anlarinda ¢ézumin deJerlerinin

resimlendirilmistir.
olusturdugu bulanik bdlgelerin elips seklinde olan sinirlari, uygun olarak,
kalin ¢izgi ile

kesik ve noktali ¢izgilerle gdsterilmistir. Kesin ¢ozim,
resimlendirilmistir

(Figure 1. Outer and inner ellipses at time t=0 depict the boundaries of
the fuzzy regions formed by the initial value and its a=04-cut,
respectively. Dashed and dotted ellipses are the boundaries of the fuzzy

corresponding to the solution at times t=0.25 and t=05,

Sekil 1.

region,

respectively. The crisp solution is depicted by thick line)

Xyt —koordinat uzayinda, ¢ozum efrileri ic ice ylizeyler
olusturmaktadir (Sekil 2). Bu yilizeylerin, t=t dizlemi ile kesitleri ic¢ ice
elipslerdir.

i cOzUm kiimesinin «a -kesitleri icin formiil, (5)’ten elde edilebilir:

X = {X(t)}_ (A5(t +2) + (1-a+b)e™ + (14 + 4a—b)e?)/3
“ y@)_-(JBF +4a—a+bm4ﬂ+a4+4a_bmays

<a——w>2+<%>2sa-a>z}

1
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18

14

10

10 0
Sekil 2. Sekil 1’deki durumun, Xyt-koordinat uzayinda gdsterimi

(Figure 2. The same as in Fig. 1, but in the Xyt-coordinate space)

e Ornek 2.
X' -4 3||x 33t-13
1= + (9)
y -2 1f|ly| [15t-10
sistemini,
2 (y2)2.
#X(O)(X’y)=max{1— (o) + (2] 0}
iilyelik fonksiyonu ile verilen bulanik baslangi¢ deJer icin c¢oziniz.
e (Cozum:
Baslangig deger, koordinat diizleminde X, ¥)=(-52) merkezli,

yaricaplari 2 ve 3 olan bir bulanik elips olusturmaktadir. Cézim, Ornek
1’deki gibi elde edilecektir.
Once, homojen olmayan sistem (9),

x(0 -5
{ %;}:{:2} baslangi¢c dederi ile alinarak, kesin ¢ozim belirlenir:
y

X ()= 6t—1-e ' -3
Yo () =—3t+5-e "' -2

Bu ¢o6zimin grafigdi, Sekil 3’te kalin ¢izgiyle gdsterilmistir.
Sonra, bulanik baslangi¢ dederli homojen sistem ¢ozilir:

e
Hx ) (X% Y) = max{l— () +(%)2? 0}

Bunun ic¢in  homojen  sistem (10) "un, x(0)=a, y0)=b baslangic
degerlerine karsilik ¢oOzUml belirlenir:
X(t) = ce "t +3c,e™

y(t) =ce "t +2c.e
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burada ¢ =-2a+3b ve c,=a-b.

Sekil 3’'ten go6rildigtu izere, ¢odzimin, t aninda olusturdugu bulanik
kiime, t arttikca kiiciliyor ve t, sonsuza yaklastiginda noktaya doniisiiyor.

Sekil 3. t=0 anindaki elips, baslangic¢c dederin olusturdudu bulanik
bdélgenin siniridir. Kesik ve noktali c¢izgilerle gdsterilen elipsler, t=0.3
ve t=0.6 zaman anlarinda ¢dzimin deJerlerinin olusturdudu bulanik
bélgelerin sinirlaridir. Sadda yer alan elipsler ise, t=09 ve t=12
anlarindaki durumu yansitmaktadir. Kalin ¢izgi, kesin ¢ozimli gdostermektedir
(Figure 3. Ellipse at time t=0 is the boundary of the fuzzy region formed
by the initial value. Dashed and dotted ellipses are the boundaries of the
fuzzy region, corresponding to the solution at times t=03 and t=06,
respectively. Following ellipses depict the situation at times t=09 and
t=12. The thick line represents the crisp solution)

i ¢bzlm kimesinin «a -kesitleri asagidaki formiille ifade edilebilir:

. {X(t)}_ 6t—1+(-2a+3b-1) et +3@-b-1)e?
“ 1y |-3t+5+(2a+3b-et+2a-b-1e?

(22) +(2) < (1—a>2}

5. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Bu c¢alismada, baslangi¢ dederi Dbulanik elipsoitle verilen, ama
katsayilari reel sayilar olan BDDDS ic¢in Cauchy probleminin ¢ézim yontemi
Onerilmistir. Yontem, dogrusal donisumin 6zelliklerine dayanmistair.
Sistemin ¢&6zlimid her bir =zaman aninda alfa-kesitleri ic¢ ice konumlanmis
elipsoitler olan bulanik bir kime ile ifade edilmistir. Onerilen yaklasim
ve ¢OzuUm ydntemi, c¢esitli Ornekler izerinde acgiklanmistair.
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