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C(X) CEBIRINDEKI SPEKTRUM OZELLIKLERI

OZET
Herhangi bir Banach cebiri Y olsun. f:C(X)—%ffsurekli

homomorfizim olmak fiizere (j(X) deki sifir boélenlerden faydalanarak £
adjoint déntustuminin orten yani fﬁA(Y)==A(C(X)) oldudunu gdsterdik. Bu

6zellikten geC(X) icin Obow(g)==OY(f(g))oldu§unu yani spektrumun

dontisimii 6zellidinin saglandidini elde ettik.
Anahtar Kelimeler: Banach Cebiri, Topolojik Sifir B&len,
Spektrum, Kompleks Homomorfizm,
Maksimal Ideal

SPECTRUM PROPERTIES IN C(X) ALGEBRA
ABSTRACT
Let Y be a Banach algebra and f:C(X)—)Y’ be a continous

homomorphism. We have shown that the adjoint trasformation £ is

surjective Dby using topological =zero divisors in C(X), ie.,
f*A(Y) = A(C(X)) . As a result for geC(X), we obtained

Ocm)(g)::oy(f(g)), which implies that spectrum transformation 1is

satisfied.
Keywords: Banach Algebra, Topological Zero Divisor, Spectrum,
Complex Homomorphism, Maximal Ideal
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1. GIRiS (INTRODUCTION)
Bu makalede X Banach cebirinin kompleks homomorfizmlerin kiimesi

A(X), maksimal idealler wuzayi DJ(X) ile gbsterecediz. X Banach

cebirinin kompleks homomorfizmleri ile maksimal idealleri arasinda 1-1
esleme vardir.[5,7]

E§er X birimli Banach cebiri ve x#0olan her xe€X icin, xeX '
ise X ile (¢ izometrik izomorftur.[5] Bunun sonucu olarak X birimli

dedismeli bir Banach cebiri ve her IEEM(X) icin é?; ile ¢ nin izomorf

oldugunu soyleriz.[7]
X degismeli bir normlu cebir olsun. EJer her xe€Xicin xy=0
olacak sekilde sifirdan farkli: y€X varsa x elemanina X cebirinin

sifir bdleni denir.[5] EJer her ke&INicgin ”yk”=l ve limﬂxyszo
olacak sekilde (y}) dizisi wvarsa x elemanina topolojik sifir bdlen

denir. Ayrica x topolojik sifir bdlen ise xegX " ve x€0X' ise x
topolojik sifir bolendir.[5,7]
X birimli Banach cebiri ve Xe&€Xolsun.

o (x)={req|(x-A.1)ex"} (1)

kimesine x elemaninin X cebirindeki spekturumu; @-%jx(x) kiimesine x

elemaninin rezolventi;

T, (x)zsup{|)\”)\ecx (x)} (2)

sayisina da x elemaninin spektral vyaricapi denir.[5,7] Ayrica
1

r%(x)==linﬂ>5‘/é olarak ifade edilir.[5]

X ve Y birimli Banach cebiri f:X—>Y siirekli bir homomorfizim
olsun. Bu homomorfizmin adjointi f :Y —X , Y €Y icin
£y x> ¢, (£9)(x) = v(£(x)) (3)
seklindedir.

Eger xeX icin OX(X):=OY(¢(X)) oluyorsa, bu esitlige

spekturumun doéniisiimii 6zelligi saglanir denir.[5]

Corach-Suarez [31; f* donisuminin Orten olmasi ve spektrum
donlistimi 6zelliginin saglanmasi durumunu incelemistir. Yine Akay, H. -
Argin, Z. [1]; vyaptiklari c¢alismada T, A cebirinde bir carpan

operatdrii ve A(A), A cebirinin Gelfand spektrumunu go&stermek lizere

A(A) ile A(T) kiimeleri arasindaki iliskiyi incelemislerdir.

2. CALISMANIN ONEMi (RESEARCH SIGNIFICANCE)
Y:C(X)—>Y homomorfizim olmak iizere A(C(X)) ile dﬁA(Y)

kiimelerinin esit olma durumu arastirilmistir. Bunun sonucu olarak
spektrumun donlstimi 6zelliginin sadlandigdi elde edilmistir.

3. C(X) CEBIRINDE MAKSIMAL IDEALLERIN DONUSUMU
(TRANSFORMATION OF MAXIMAL IDEALS IN C(X) ALGEBRA)
X kompakt uzay, Y birimli degismeli herhangi bir Banach cebiri
olmak {izere f:C(X)>Y siirekli homomorfizminden elde edilen
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f*:A(Yj-—>A(C(X)) adjoint doéntUsUmintin hangi kosullar altinda O&rten

oldugunu inceledik.

Teorem 3.1: X ve Y birimli dedismeli Banach cebiri olmak {iizere
£A(Y)SA(X)  dir.

iIspat: Herhangi bir yeA(Y)ve x,X,€X alalim.

(f*w)(xl,x2)=¢(f (x,,%,))=U (£(x)) .V (£(x,))=FfU(x,).fV(x,) (4)
olup
fyren (X) (5)
Boylece

(6)

f'A(Y)CA (X)

elde edilir.

Teorem 3.2: Y herhangi bir Banach cebiri, X=[0,1] olmak iizere
U:C(X)>>Y, UY(l)=1 sartini sadlayan siirekli bir ¥ homomorfizmi
verilsin. Yine @e€A(C(X )) icin Y (Cekop ) J olacak sekilde Y
cebirinden farkli bir J ideali var olsun. EJer her feC(X) icin
L oo (£)=1, (¥(£)) oluyorsa YA (Y) = A(C(X)) olur.

Ispat: Herhangi bir @eA(C(X)) alalim. I=Cekp olacak sekilde
IeM(C (X)) maksimal ideali vardir. Y cebirinin w(I)yi kapsayan en
kiigiik ideali J olsun. EJer J#Yise JCJ;, olacak sekilde JIEM(Y)
vardir. Buradan Jl=4;ek©l,(m_EA(Y) yazilir. Gelfand-Mazur

teoreminden fEC(X) icin £f=A.1+y olacak sekildeAel,y€eY vardir.

Buradan;

(Vo £)=(¥o,x. 1+y) =2 (7
olur. Boylece;

£=(¥'o,£).1+y (8)
o(£)=(V'0, ). 0(1)+o(v) = (V'o,, f) (9)

bulunur. Burada Teorem 1 kullanilirsa
a(c(x))=v'a(y) (10)

elde edilir. Simdi J=Y olsun. Bu durumda

N

D viu(f)=1 (11)
i1

olacak sekilde ﬂrel,yiEEY,(iﬁ=l,...,N) vardir. f£,f£,...,f singiler

olup C(X) de topolojik sifir bdlendir. Bdylece (gﬁﬁ)c:(:(X)dizileri

elde ederiz ki her ne€IN icin ‘g(nn =1 ve fig(ni) —»>0(i=1,...,N) olur.
gh==gfj.gf) ..... gf) olarak alinirsa
lo.[=1.|f-9.]|—0 (12)
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oldudu goériiliir. Bdylece her €>0 wverildiginde her nZnO oldugunda

f.qg, <m olacak sekilde n, €IN vardir. Buradan
[v(£-g.)| -0 (13)

N
elde edilir. Ote yandan Zyiljj(fi)Zloldu@u kullanirsa
i1

U(g,)= w(gn)iylw(fi) = iyiw(fi )-u(a,)= iyiw(fi- J.) (14)

Hﬂi(gn)‘z ZN:yiw(fi'gn) SZN]yi . w(fi.gn)‘ (1)
i=1 i=1

olarak bulunur. Bdylece Hlb(fign)‘ —>0 oldugundan Hlji(gn)‘ —>0 elde

ederiz. Her €>0 ic¢in gnzg(ni).g(nz) ..... g(nN) olarak alinirsa Hljj(g)”<€

Y 1,

oldugundan I (Llj(g))<€ olur. Yine (DEA(C(X)) i¢in g(io) #0 olup

gffo) ((p)=cp(g(i))¢0 olacaktair. Buradan (p(g(i))=5i ,i=1,2,...,N ve

Ng Ny

S:|SlSZ"‘SN| olarak alirsak ‘(p(g)‘=s>0 ve rc(x)(g)ZS bulunur. Bu

durum 0<e<s ig¢in €>rY(1jI(g))=rc(X)(g)ZS olmasi ile c¢elisir. O halde

J#Y dir. Bu ise ispati tamamlar.
Boylece Ijj*dénimiimu, Y'nin maksimal ideal uzayini C(X)"'nin
maksimal ideal uzayina donistirdiglini elde ederiz.

4. C(X) CEBIRINDE SPEKTRUM DONUSUMU
(SPECTRUM TRANSFORMATION IN C(X) ALGEBRA)

Teorem 4.1: Y, C(X) Banach cebirinin birimini iceren bir alt
cebir olsun. Bir fe€Y icin, eer f fonksiyonu C(X) Banach cebirinin
regliler bir elemani oldudunda, f fonksiyonu Y alt cebirinin de regiiler

bir elemani oluyor ise her he€Y icin OY(h)=OC(X)(h) olur.

Ispat: Herhangi bir he€Y ve herhangi bir )xepc(x)(h) alalim.

Buradan h-A.le [C (X)]_l ve h—-A.l1l€Y oldugundan hipotez geregi

h-A.leY"' olur. Bdylece pc(x)(h)CpY (h) bulunur [5]. Bunun sonucu
olarak;
o, (h)=0c(h) (16)

elde ederiz.

Teorem 4.2: Y, C(X) Banach cebirinin birimini iceren regiiler alt
cebiri olsun. f€Y icin £ , C(X) Banach cebirin de regiiler ise f,Y
cebirininde regiiler bir elemanidir.

Ispat: Her (plEA(Y) igin (pl=(p|Y olacak sekilde (pEA(C(X))
vardir. Buradan f €Y icin

¢ (£)=¢|, (£)=0(£)=0 (17)

olup f,Y cebirinin regiiler elemanidir.
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Teorem 4.3: Y birimli bir Banach cebiri ve UY:C(X)—>Y strekli
bir homomorfizm olsun. EJer wa(Y)==A<C(X)) ise her feC(X) icin
OY($(f))=c2xm(f) olur. Yani spektrumun déniisimii 6zellidi sadlanir.

Ispat: Her £feC(X) icgin <¢7m,f>=<©,f> ayrica
o, ((£)) ={e. (¥(£)) o c2(¥)} 18)
o ()~ fo(2) o< (c()

Ifadeleri yazilir. Buradan (18) ve (19) kullanilirsa;

Oy (qf(f))zcux)(f) (20)

bulunur.

5. SONUGCLAR VE ONERILER (CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS)
Bir Banach cebiri C(X) ve Y herhangi Banach cebiri olmak iizere

A(C (X)) 1ile QFA(Y) kimelerinin esit oldudu elde edilmistir. Bundan

yararlanarak spektrumun doniistimi 6zelliginin saglandigi
gdsterilmistir. Buradaki Banach cebirleri degistirilerek ayni problem

incelenebilir. Yine 1 1{izerindeki kosullar deJistirilerek maksimal
ideallerin nasil donlsecedi arastirilabilir.
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