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Ai”?(G) UZAYININ BAZI OZELLIKLERI
1741

OZET
Bu makalede G lokal kompakt bir Abel grubu olmak fiizere bir
A;i:(G) uzayi tanimlandi. Daha sonra bu uzay bir norm ile donatilarak,

bu norma gdre bir Banach uzayi oldudu gdsterildi. Ayrica S, G lzerinde

tanimli basit fonksiyonlarin kiimesi olmak lzere B(EﬂDvS) kiimesinin
Agi:(G) uzayinda her yerde yodun oldudu gdsterildi. Yine indislerin
deJismeleri durumunda A;i:(G) uzaylarinin kapsama bzellikleri
incelendi.

Anahtar Kelimeler: Lorentz Uzayi, Banach Uzayi,
Tensdér Carpimlari, Dagilim Fonksiyonu,
Girisim

ON SOME PROPERTIES OF A§?$(G) SPACE

ABSTRACT

In this study, an Agii(G) space is defined by supposing that G
is local compact Abel group. This space is normed and it is, then
showed that the space is a Banach space. Let S be the set of simple

functions defined on G. It is prove that ES(SC)YS) is dense in

Ag?:(G). Also, inclusion properties of AE?%(G) space are

investigated by using variaton of indices.
Keywords: Lorentz Space, Banach Space, Tensor Products,
Distribution Function, Convolution.
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1. GIRiS (INTRODUCTION)
X ve Y, F (F=IR veya () cismi {izerinde iki normlu uzay ve X' ve

Y'" de sirasiyla X ve Y nin topolojik dualleri olsunlar. X xY'
uzayindan F cismine giden bitiin sinirli, bilineer fonksiyonlarin

Banach wuzayini BL(X,Y';F) ile gosterelim. Herhangi xe€X, YyeY
elemanlari ic¢in bir X®y ifadesi fEX',gEY' olmak ilUzere

(x®y) (£,9)=£ (x)g (V) (1)
bigiminde tanimlansin. Bu takdirde
{x®y|xex,er} (2)

kiimesi tarafindan gerilen vektdr uzayina X ve Y uzaylarinin cebirsel
tensdr carpimi denir. Bu tensdér carpimi X®Ysimgesiyle gdsterilir[2].

X ve Y normlu uzaylar olmak iizere X®Ycebirsel tensdr carpimi iizerine
projektif tensdr norm olarak adlandirilan

vy (t)=Int i:”xl
i=1

|yi t=2xi®yi,xiex,yieY,i=l,...,n (3)
i=1

normunu koyalim. X®Yuzayinin bu norma godre tamlamasina (completion)

X ve Y wuzaylarinin projektif tensdr carpimi denir ve X()yY ile

o0
gbsterilir. X®},Y Uzayinin her t elemani Z”Xl <00 olmak izere

i=1

|yi

t::§:XiC)yibigiminde olup y(t), EZHXM”yJ| toplamlarinin infimumudur
i=1 i=1
[2].
G bir lokal kompakt Abel grubu, # de G iUzerinde tanimli bir Haar
6lciimi olmak tlizere bir (G,u) o6lcim uzayl verilsin. f fonksiyonu G
fizerinde tanimli O&lcllebilir karmasik de§erli Dbir fonksiyon olmak

tizere bir A, fonksiyonunu her y>0icin

}\f(y):,u{xeGHf(x)|>y} (4)
seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyona f fonksiyonunun
dagilim(distribution) fonksiyonu denir. Ayrica her t>0 olmak iizere

£(t)=Sup{y>0[r(y)>t} =Inf{y>0A ()<t} (5)
seklinde tanimlanan £ fonksiyonuna f fonksiyonunun rearrangementi

denir. Yine her t>0 icin
* % 1 t *
£(0)== £(s)as (6)
£ J0

bi¢iminde tanimlanan £ fonksiyonuna f fonksiyonunun ortalama (avaraj)

fonksiyonu adi verilir. Bu Af,f*vefﬂ' fonksiyonlarinin; negatif

olmayan, artmayan ve saddan surekli fonksiyonlar oldugu biliniyor
[1,4]. Tanimlanan bu fonksiyonlardan yararlanarak,
a

q
A2, 5[ q
;jotp [ £(t)"du(t) | , 0<p,g<w

*

£

(p,a)
1

SuptPf(t) , 0<p<om, q=o

t>0
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Olmak izere ”fmpq)<CD olan f fonksiyonlarinin (denklik siniflarinin)

vektdér wuzayi Lorentz wuzayi olarak bilinir wve L(p,q) (G)=L(p,q)
seklinde gdsterilir. Bu uzay lUzerinde

g » 9, - a g

=["er [ £ JPance) |, 0<p,g<e
p

(p,q)
1

SuptPf7(t) , 0<p<ow, q=o

t>0

seklinde tanlmlanan” ”(p q)fonksiyonu bir norm olupl<p<o,l1<g<oolmak

tuzere L(p,q) (G) uzayi bu norma gdre bir Banach uzayidir [4,5,8].

1<p,p,,q,,9, <® olmak luzere fel(p,,q,),9€l(p,,d,),
1 1 1 1 1
—+—>1, —+—-1=— ve s21 olan herhangi bir reel sayi olmak
pl pz p1 p2 r

S S
izere —+—21 kosullari saglansin. Bu takdirde L (p,,q;)XL(p,,qd,)

4 9
uzayindan L (r,s) uzayina bir b bilineer déniisiimiine karsilik

B(f®g)=f*g, |B|<3r (9)

olacak sekilde L(Fh,qlﬂDyL(fh,q2) uzayindan L(r,S) uzayina giden bir

tek B dogrusal donltsiumi karsilik gelir [2].G lzerinde tanimli Basit
fonksiyonlarin kiimesini S ile g&sterirsek,

B(S®, S)=1t=) 5 *k s,k €S, [s] . Ikl . (10)
i=1 i=1

bi¢iminde olur.

2. CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Bu makalede IP(G) wuzayindan daha genel olan L(p,g) Lorentz
uzaylarinin projektif tensdr carpimlarindan vyararlanarak vyeni Dbir

Agii(G) uzayl tanimlanmis ve bu uzayin Banach uzayi oldudu

gbsterilmistir.

3. AP®(G) uzavr
ISR
3.1.Tanim: B dogrusal déntstmi altinda L(p,,q,)®, L(p,,q,)

uzayinin gorintisuni ile gdsterelim. oylece NS ’ ,
Sriuntislini Agf’gf(G)'l ost 1i Boyl f eL(p,,q,)

g, €L(p,,q9,) ve B(Zfl®gij=2fi*gi olmak iizere
i1 i1

Agf:gf (G): h:;fi*gi ;” £ (P1,9) g; (p2,q2)<oo} t)
olur. Bu uzay ilzerinde
© o0 -
=2 D 0 €y | = T Tive e
i—1 1=
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olarak tanimlanan ”||” fonksiyonu bir normdur. Boylece Z¥%$(G) uzayl
bir normlu uzaydir.
3.1.Teorem: A™%(G) uzay: ”||” normuna gdre bir Banach

SRS
uzayidir.

iIspat: Agi%(G) uzayindan herhangi bir (h ), Cauchy dizisi
alalim. Bu durumda (hn)dizisinin
Wk~ Il <= L =12 )
n+l n oo =124, (13)
2
olacak sekilde bir (kn) alt dizisi wvardar. Ag:i(G) uzayinin ve ”||“

normun tanimi goz Onine alinirsa,

() k=D f *g, (14)
=1

<k Il +2 (15)

(P2/93)

9,

(P1,91)

o0

(”I) knJrl z n+ly r‘HrZLj ( 16 )

. = 1
(IV) Zl||fn+l||(p1’q1) ||g"+1||(p2,q2) <an =112,... (17)
j=

Olacak sekilde(f )c L(p,,q;),(g9,)<cL(p,,d,) alt dizileri vardair [3].

Buradan, h= Zf gy, +Z Z a1, Fns, olarak alinirsa
]

19}

il < ik, [l +3<o0  o1up heAZ®(G) olur. vine D (k. -k )=k, -k

=1
oldugu kullanilirsa ’
1
-, -0l - (k DICHE k)j <32 (18)
r=n+1
. > 1
bulunur. Ote yandan 25 — serisi yakinsak oldugundan her £€>0
r=1
sayisi ve nz2ny(g) oldugunda (18) ifadesinden |”h-—km4H| < & elde
ederiz. Bu sonucu kullanarak
1
Wk, —nll = Nk, —k,., +k,., —h|||<2—n+5 (19)

bulunur. Boylece (kn) alt dizisinin A;ﬁf((})uzaylnda h elemanina

yakinsar. O halde (h,) cauchy dizisi de va%(G) uzayinda h elemanina

yakinsar. Yani Ai”:(G) uzayil ”||” normuna gdre Banach uzayidair.
3.2.Teorem: B(S® S) kimesi Il Il normuna gdre Aij:gj(G) uzayinda

her yerde yodundur.
Ispat: Herhangi bir heEAi”?(G)alallm. Buradan
1741
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Zfl*gi serisi yakinsak oldugundan h_ =Zfl*gi denilirse verilen her
i=1

i=1

€>0 sayisi ve n2n, oldujunda

&
Ilh=h, [l <= (20)
3
olacak sekilden; €IN wvardir. BirV, saylslanOZHOallp sabitlestirelim.
=Max{lal, o,
Cl Jsigavi( ”g'”(pzﬂz) (21)
denirse S=L(p,,q;) [4] oldugundan
S
£ -5, ., < (22)
v 3y Q)
olacak sekilde §; €S vardir. Yine
c, =Max{ls |, .| 23
2 icisy, ”'mmm) (23)
olarak alinirsa
&
lg: = kil < (24)
(p2,02)
2%) 3y, C,
Vo
olacak sekilde Kk, €S vardir. Buradan Zgi*kiEB(S@)YS)olup eger (20),
i=1
(21), (22), (23) ve (24) esitsizlikleri kullanilirsa
lIn-35 kMl =l > > >3 #k I
h=>5 =kl =l h=h, +h, =D 5 g, +> 59, -> 5k Il <& (25
=) i=1 i=1 i=1

elde edilir. Bu ise istenendir.
3.3.Teorem: Kabul edelim ki p, =m,p,=m, ve 1<g, <n <o,
. P29 m,,n.
1<g,<n, <o olsun. Bu takdirde Apf,qj(G)CAmf,nf(G) olur.

Ispat: Herhangi bir h EAijizf(G) alalim. Buradan p, =m,qd, <n

oldugundan L(p,,9)cL(m,n,) ve yine p,=m,,qd, < Nn,icgin
<
L(p,,q,) <L (m,,n,) ve bunlarin sonucu olarak f oy f, o)’
‘ <|g. .
”gl () _|gl (Pyr) olur. [4] Buradan da
o0 o0
zl| £ o | Dl _21” f, o Fillio, esitsizligi elde edilir
i= i=

Bdylece hEAgf’gf(G)bulunur. Bu ise istenendir.

3.4.Sonu¢: 3.3.Teoremin hipotezleri altinda Aii:gj(G)=Ax:if(G) olmasi

i¢cin gerekli ve yeterli sart ¢, =n,,J, =10, olmasidar.

4. SONUCLAR VE ONERILER (CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS)

Bu makalede p=q olmasi durumunda 6zel olarak IF(G) uzayini veren

L(p,qg) (G) Lorentz uzaylarinin projektif tensor carpimlarini
kullanarak yeni bir Aif’gf(G) uzayl tanimlanmistir. Bu uzay ||| ||| normu

ile donatilarak Banach uzayi oldugu gdsterilmistir. Yine indislerin
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degismeleri durumunda Ag”?(G) uzaylarinin kapsama dzellikleri
1741

incelenmistir. L(p,q) (G) Lorentz uzayinda yapilan bircok calisma

buradaki A;”?(G) uzayl ilizerinde incelenebilir.
1741
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