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COX ORANTILI HAZARD MODELININ PARAMETRIK MODELLERLE KARSILASTIRMASI-
SIMULASYON GALISMASI

OZET
Calisma ile sadgkalim analizinde yaygin olarak kullanilan ve yari
parametrik bir model olan Cox Regresyon modeli ig¢in veri {retilmesi
incelenmis ve Ustel/Weibull parametrik modelleri ile karsilastirma
amaciyla sansuirli ve sansirsiz durumlar icin simulasyonlar
yvapilmistir. Veri Ustel ya da Weibull dadilimindan geldiginde Cox
modeli de uygulanabilir olmaktadir. Parametrik model tahminlerinin Cox
modelinden elde edilen tahminlere gore daha dogru olmasi
beklenmektedir. Burada bir karsilastirma yapilmasinin sebebi
parametrik modeller yerine Cox modeli tercih edildidinde ne kadarlik
bir kayip oldudunun goérilebilmesidir.
Anahtar Kelimeler: Sadkalim Fonksiyonu, Hazard Fonksiyonu,
Cox Orantili Hazard Regresyon Modeli,
Weibull Regresyon Modeli,
Ustel Regresyon Modeli

A COMPARATIVE SIMULATION STUDY BETWEEN COX PROPORTIONAL HAZARDS MODEL
AND PARAMETRIC MODELS

ABSTRACT
In this study data generation for Cox Proportional Hazards
model, a semi-parametric model commonly used in survival analysis, 1is
investigated and a simulation study is performed in order to compare
the parametric (Exponential - Weibull models) and semi-parametric
model (Cox Model) for censored and uncensored data. Cox Model is
applicable if data is coming from Weibull or Exponential
distributions. The estimation results obtained from parametric models
are expected to be more accurate than the results of the Cox models.
In this paper, it 1is aimed to see how much accuracy 1is lost by
choosing Cox proportional hazards model instead of parametric models.
Keywords: Survival Function, Hazard Function,
Cox Proportional Hazard Model,
Weibull Regression Model, Exponential Regression Model
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1. GIRiS (INTRODUCTION)

Sagkalim analizinde basarisizlik olarak adlandirilan bir olay
(hastalik-6lim-bozulma-iflas) ortaya c¢ikana kadar gecen siire analiz
edilir. Bu siire sagkalim (yasam) siiresi olarak adlandirilir. Sagkalim
stirecini etkiledigi disiniilen degiskenlere bagli olarak sagkalim
sliresi modellenebilir. Bu modellemede eder sadkalim sirelerinin
dagilimi biliniyorsa parametrik modeller kullanilair. Dagilimin
bilinmedidi durumlarda 1972 yilinda Cox tarafindan one siriilen ve yari
parametrik bir ydntem olan Cox regresyon modeli kullanilmaktadir. Cox
Orantili Hazard modelinde hazard fonksiyonlarinin zamana orantili
oldugu varsayilir. Yani hazard orani zamana karsi sabit, ya da bir
bireyin hazard fonksiyonunun dider bireyin hazard fonksiyonuna
orantili olmasi ve yasam stiresinden badimsiz olmasi anlamina
gelmektedir. Cox regresyon modeli sadkalim siirelerinin dadilimina
iliskin varsayim gerektirmedidinden sadkalim analizinde oldukc¢a yaygin
olarak kullanilmaktadir.

T'rasgele degiskeni sagkalim stiresini gésteren ve  f(¢) olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip bir rasgele dedisken olmak lzere

S(t):P(T>t):Tf(x)dx O0<t<o (1.1)

olasiligina sagkalim fonksiyonu denir (Bireyin t =zamanina kadar sag
oldugu bilindiginde t den sonra sagkalma olasiligi).
Hazard fonksiyonu t =zamanina kadar vyasadidi bilinen bir bireyin t
zamanindaki ani 6lum riskini gdstermektedir.
< >
h(t):hmP(t_T<t+At|T_t) 1.2)
At—0 At

seklinde ifade edilir.

h(z):limP(tST<HAt’TZt). 1 ZlimP(tST<t+At). 1
At—>0 At P(T>t) a—o At P(T>1)
J@__d
h(t)="—==——InS(¢ .
@ St dt @ o
olmaktadir.

Hazard fonksiyonu sagkalim analizinde dagilimi karakterize eden
bir orandir. T rasgele dediskeninin sahip oldugu dagilima gdre hazard
fonksiyonu farkli yapidadir (Lawless, 1982).

t ani icin hesaplanmis olan Dbasarisizlik hizlarinin birikimli
fonksiyonu ise birikimli hazard foksiyonu olarak adlandirilir.

H(t)= jh(u)du (1.4)

0

S(r)=exp [—H(t)]=exp(—j h(u)du) (1.5)
0
Cox Orantili hazard modelinde hazard fonksiyonlari, agiklayici

degiskenler X ve sagkalim siiresi f nin bir fonksiyonu olarak her bir
birey icin asagidaki sekilde ifade edilir:

h(t,X) = h,(t)g(X) (1.6)
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X’den bagimsiz, zamandan badimsiz
t’nin bir fonksiyonu

Burada hOU)temel hazard fonksiyonu olarak adlandirailir.
X:()Q,XZ,...,XP) aciklayaica degiskenler, ﬁz(ﬁ,ﬂz,...,ﬂp) aciklayica

deJiskenlerin katsayilari,

P

g(éDZZGXp(EZ[aYD, aciklayici degiskenlerin logaritmik lineer formdaki
i=1

fonksiyonudur.

Model lineer regresyon modeli olarak

log h(1,.X) = log{ h,(1)g(X) =log h,(¢) +log g(X)

p

log h(1,X) = log hy(t)+ D BX, = at) + BX, +B.X, + ..+ B, X, (1.7)
i=l1

seklinde yazabilir.

Modelde g(AD fonksiyonu istel oldugundan hazard fonksiyonunun
pozitifligi garanti edilmektedir. Ayrica AGZZAQZZ.UZ4X}==0 olmaszi
halinde hazard fonksiyonu;

h(t,X) = hy(1)exp(0) = hy (£) (1.8)

olup temel hazard fonksiyonuna esit olmaktadir. Bir baska acidan
bakildiginda, model agiklayici dediskenlerin temel hazard fonksiyonunu
carpan olarak ne Olc¢iide etkiledigini ortaya koymayi amaclamaktadir.

S(t) = exp(—_f h(u)du) (1.9)
0
oldugundan orantili hazard modeli i¢in sagkalim fonksiyonu

S(t,X)= exp(—j h(u,x)du) = exp(—j h,(u)g(X)du) (1.10)

0 0

S(t,X) = (exp(—_r hy(u)du))*® = S, (1)5™ (1.11)

0
olmaktadir.

Modeldeki orantili kavrami, bir bireye ait hazard’in diger bir
bireyin hazardina oraninin t’den badimsiz olmasidir. ng(AGVanHA;)ve

k
2{ Z(AjyX;“wﬁi) iki bireye ait aciklayici degiskenler olmak fiizere

hazardlarin birbirine orani;

ho(f)eXP(iﬂiXi) )
h(t,X) _ izl :eXpZIB[_(Xi_X;‘) (1.12)

M) weeipx) -

i=l1

olup, t’den badimsiz olmaktadir (Miller 1981:137).

Modelin bir baska 0©6zelligi hOU) temel hazard fonksiyonuna
iliskin bir bilgi olmadan, }%(t)’ nin tahmini gerekmeden modelin istel

kismindan ﬁ parametresinin tahmin edilebilmesidir. Modelde dagilim

bilinmemektedir, dolayisiyla hOU) temel hazard fonksiyonu ic¢in belirli
bir form vyoktur. Bu 0zellik Cox modelini vyari - parametrik hale
getirir (Kleinbaum 1996: 95).
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2. CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Cox regresyon modeli i¢in veri {retilmesi lineer regresyon
modellerinden farkli olmaktadir. Lineer regresyon modellerinde badimlzi
degisken belli bir dadgilimdan gelen hata terimleri ve regresyon
katsayilarinin belirlenmesi ile iretilebilirken Cox Modelinde
regresyon katsayilarinin hazard fonksiyonu lizerindeki etkisi sagkalim
slirelerine vyansitilacak sekilde sadgkalim sireleri Uretilmelidir. Bu
calisma popliler bir model olan Cox Orantili Hazard Regresyon Modeli ve
parametrik (weibull ve 1Ustel) regresyon modelleri ic¢in sansiirlid ve
sansiirsiiz veri iretilmis simulasyonlar yapilarak performanslari
karsilastirilmistir. Veri Ustel ya da Weibull dadilimindan geldidinde
Cox modeli de uygulanabilir olmaktadir. Parametrik model tahminlerinin
Cox modelinden elde edilen tahminlere gbre daha dodru olmaszi
beklenmektedir. Calisma 1le oldukgca vyaygin olarak kullanilan Cox
Modelinin Weibull ve Ustel parametrik modeller karsisindaki tahmin
performansi incelenerek Cox modeli tercih edildiginde ne kadarlik bir
kayip oldudunun goriilmesi amag¢lanmistir.

3. METOT (METHOD)

Bu Dbolimde Cox modelinin parametrik regresyon modelleri ile
karsilastirilmasi amaciyla simulasyonlar vyapilmistir. Cox regresyon
modeli ic¢in wveri {Uretilmesi lineer regresyon modellerinden farkli
olmaktadir. Lineer regresyon modellerinde bagimli dedisken aciklayici
degiskenlerle wve hata terimleri ile dogrudan iliskili oldugundan,
bagimli degisken belli bir dagilimdan gelen hata terimleri wve
regresyon katsayilarinin belirlenmesi ile {Uretilebilir. Ancak Cox
Modeli hazard fonksiyonu 1ile Dbelirlendiginden, sadkalim streleri
iiretilirken, regresyon katsayilarinin hazard fonksiyonu {izerindeki
etkisi sagkalim slirelerine yansitilmalidir (Bender et al. 2005:3).

Sagkalim analizinde fonksiyonlar arasi iliskilerden;

f@_d

h(t):%——alogS(t) (3.1)
S(t)= exp(—j' h(u)du) (3.2)
S(1) = exp(—H(?)) (3.3)

elde edilir.

(2.1) ile verilen Cox Modeli ig¢in sagkalim fonksiyonu,

S(t,x) =exp —'r hy(u)exp(fx)du (3.4)

0

S(t,x) = exp(=H,(t)exp(fx)) (3.5)

olarak elde edilir.

Cox modeli ig¢in dagilim fonksiyonu;
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F(t,x) =1—exp(—H,(¢)exp(/x)) (3.6)

olmaktadir. Bir X rasgele dediskeninin dadilim fonksiyonu ‘F(x), (0,1)
araliginda dizgin dadilima sahip oldudundan,

U =1-exp(=H,(H)exp(fx))~ U[0,1] (3.7)

yazilabilmektedir.

Buradan Cox modeli ic¢in sadgkalim siiresi

T =H,'[-log(1-U)exp(—fx)] (3.8)
olarak elde edilir. (Bender et al. 2005:5).

Bu durumda Cox modeli icin Ustel dagilimdan gelen sadkalim
slirelerinin iretilmesi asagidaki sekilde olacaktir;

f(t)=Aexp(—A), A1>0 (3.9)
ho(H)=A4 (3.10)
Ho(t):jﬂdtzﬂt (3.11)
0
H_l(f)—i (3.12)
0 _-ﬂ .
T= [_IOg(l_l;)em(_ﬂx)] (3.13)

ﬂ, temel hazarda sahip Cox Modeli,

h(t,x) = Aexp(fix) (3.14)

seklindedir.

4. BULGULAR (FINDINGS)
Veri Ustel ya da Weibull dagilimindan geldidinde Cox modeli de

uygulanabilir olmaktadair. Parametrik model tahminlerinin Cox
modelinden elde edilen tahminlere gbre daha hassas olmasi
beklenmektedir. Burada bir karsilastirma yapilmasinin sebebi

parametrik modeller yerine Cox modeli tercih edildidinde ne kadarlik
bir kayip oldugunun gorilebilmesidir. Yapilan simulasyonlar i¢in R
programi kullanilmis, program ¢iktilari ekte verilmistir.

Simulasyon hem sansurli hemde sanslirsiz durumlar icin
uygulanmistir. n=20, 50, 100 olarak secilmis, déngl sayisi 100.000/n
olarak alinmistir. Sadkalim sireleri istel dagilimdan Uretilmistir.

AUx)=exp(2X) ) X=1/1:n) , T~Ustel (A) olarak alinmis, f=2

parametresi tahmin edilmis, ortalama ﬂ tahminleri ve standart sapmalar
her iki model ic¢in saglanmistir. Sonuclar asadida sunulmaktadir.

32



e-Journal of New World Sciences Academy LRI
NWSA-Physical Sciences, 340047, 7, (1), 28-36. NUEA
Topcu, A. ve Arslan, F.

Tablo 1. Simulasyon sonuc¢lari-sansirsiiz durum -weibull-cox regresyon
modelleri karsilastirmasi
(Table 1. Simulation result-uncensored data-weibull vs. cox regression

models)
T~Ustel (A) Weibull Regresyon Modeli Cox Regresyon Modeli
A(x) =exp(2 . .
() B=§p( Aﬁ Ortalama(ﬂ Standaft Ortalama(ﬂ Standaft
Sapma () ) Sapma (0 )
X=1/1:n) ) pra ( f ) pra ( f
n=20 2.3501 1.1773 2.4990 1.5460
n=>50 2.2853 1.0034 2.3199 1.0914
n=100 2.2588 0.9466 2.2759 0.9859

Tablo 2. Simulasyon sonuc¢lari-sansiirli durum -weibull-cox regresyon
modelleri karsilastirmasi
(Table 2. Simulation result-censored data-weibull vs. cox regression

models)
y~Ustel (A) Weibull Regresyon Modeli Cox Regresyon Modeli
A(x) = exp(2x)
_ Ortalama Standart Sapma Ortalama Standart
A=1 A A A Sapma
p=2 (B) (B) (B) (B )
X=1/1:n)
n=20 2.3630 1.1539 2.5337 1.5534
n=>50 2.2910 1.0071 2.3396 1.1220
n=100 2.2907 0.9482 2.3253 0.9994

Tablo 3. Simulasyon sonuc¢lari-sansiirsiiz durum -lstel-cox regresyon
modelleri karsilastirmasi
(Table 3. Simulation result-uncensored data-exponential vs. cox
regression models)

Y~Ustel (A) Ustel Regresyon Modeli Cox Regresyon Modeli
A(x) = dexp(2x)
1=1 Ortalama | Standart Sapma | Ortalama | Standart Sapma

B=2 (B (B (B (B
X=1/1:n)

n=20 2.3302 1.1653 2.4985 1.5414
n=>50 2.2442 1.0020 2.3089 1.1243
n=100 2.2955 0.9566 2.3096 1.0047

Tablo 4. Simulasyon sonug¢lari-sansiirlil durum -iistel-cox regresyon
modelleri karsilastirmasi
(Table 4. Simulation result-censored data-exponential vs. cox
regression models)

Y~Ustel (A) Ustel Regresyon Modeli Cox Regresyon Modeli
AUx) =exp(2x)
1=1 Ortalam| Standart Sapma | Ortalama | Standart Sapma
B=2 (B (B (B (B
X=1/1:n)
n=20 2.3543 1.1799 2.5180 1.5263
n=50 2.3060 1.0562 2.3672 1.1766
n=100 2.2566 0.9603 2.8401 1.0091
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5. SONUC (RESULT)

Sonug¢lar incelendidinde ﬂ ortalamalarinin neredeyse ayni oldudu,

Weibull ve Ustel modellerin standart sapmalarinin Cox modeline gdre
biraz daha kilicik olmakla beraber orneklem hacmi arttikca birbirine cok
yaklastidili gorilmektedir. Verinin sanslirli vyada sansiirsiiz olmasi
sonclar idzerinde bir farklilik yaratmamistir.
Sonuclar her 1{ic model wuygulanabilir oldudunda Weibull ve Ustel
parametrik modeller olmasina karsin yari-parametrik bir model olan Cox
modelinin de parametrik modellere oldukca vyakin sonuclar verdigini
gbstermektedir. Bu durum parametrik modelleri uygulayama durumunda
kullandigimiz Cox Modelinin giivenilirlidini gdstermektedir.
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EK (APPENDIX)
R Program Ciktilara
Weibull -Cox Karsilastirmasi (sansiirsiiz durum)

Regresyon<-function (n) {

x<-1/(1l:n)#aciklayici degisken

u<-runif(n,0,1) #normal dagilimdan uretilen veri
t<--(log(u))/exp(2*x) #ustel dagilimdan gelen sagkalim sureleri
p.model<-survreg (Surv (t,rep(l,length(x)))~x,dist="weibull")
cox<-coxph (Surv (t,rep(l, length(x))) ~x)

return (c (abs (p.modelS$coef[2]),coxScoef))

}

Simulasyon<-function (n) {

sonuc<-matrix (NA,nrow=2,ncol=100000/n)

for(i in 1:(100000/n)) sonucl[,i]<-Regresyon (n)

+ 4+ 4+ VH+ A+t ++ Vv

return (c (mean (sonuc([l,]),mean (sonuc[2,]),sd(sonuc[l,]),sd(sonucl[2,]1)))
+ }

> Simulasyon (20)

[1] 2.350130 2.498974 1.177347 1.545999

> Simulasyon (50)

[1] 2.285274 2.319926 1.003437 1.091402

> Simulasyon (100)

[1] 2.2588211 2.2759405 0.9466347 0.9859422

Ustel -Cox Karsilastirmasi (sansiirsiiz durum)

> Regresyon<-function (n) {

x<-1/(1l:n)#aciklayici degisken

u<-runif(n,0,1) #normal dagilimdan uretilen veri
t<--(log(u)) /exp (2*x) #ustel dagilimdan gelen sagkalim sureleri
p.model<-survreg (Surv (t,rep(l, length(x)))~x,dist="exponential")
cox<-coxph (Surv(t,rep(l,length(x)))~x)

return (c (abs (p.modelS$Scoef[2]),cox$Scoef))

}

Simulasyon<-function (n) {
sonuc<-matrix (NA, nrow=2,ncol=100000/n)

for(i in 1:(100000/n)) sonuc[,i]<-Regresyon (n)

+ 4+ + VvV + + + +

return (c (mean (sonuc[l,]),mean (sonuc[2,]),sd(sonuc[l,]),sd(sonuc(2,])))
+ 1}

> Simulasyon (20)

[1] 2.330155 2.498529 1.165334 1.541404

> Simulasyon (50)

[1] 2.2441804 2.308879 1.001971 1.124281

> Simulasyon (100)

[1] 2.2954798 2.3095979 0.9565959 1.0047299

Weibull -Cox Karsilastirmasi (sansiirli durum)

> Regresyon<-function (n) {

x<-1/(1l:n)#aciklayici degisken

u<-runif(n,0,1) #normal dagilimdan uretilen veri
t<--(log(u))/exp(2*x) #ustel dagilimdan gelen sagkalim sureleri
u2<-runif(n,0,1) #normal dagilimdan uretilen veri
c<--(log(u))/exp(2*x) #ustel dagilimdan gelen sagkalim sureleri

obs<-pmin (t,c) #gozlemler

binary<-as.numeric (t<=c) #sansur verisi
p.model<-survreg (Surv (obs,binary)~x,dist="weibull")
cox<-coxph (Surv (obs,binary) ~x)

return (c (abs (p.modelS$coef[2]),coxScoef))

}

Simulasyon<-function (n) {

sonuc<-matrix (NA,nrow=2,ncol=100000/n)

+V 4+ + o+
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+ for(i in 1:(100000/n)) sonuc[,i]<-Regresyon (n)

+

return (c (mean (sonuc[l,]),mean (sonuc[2,]),sd(sonuc([l,]),sd(sonuc(2,])))
+ 3

> Simulasyon (20)

[1] 2.363006 2.533693 1.153941 1.553409

> Simulasyon (50)

[1] 2.291024 2.339642 1.007054 1.122012

> Simulasyon (100)

[1] 2.290671 2.3252676 0.9481560 0.9994078

Ustel -Cox Karsilastirmasi (sansiirlii durum)
Regresyon<-function (n) {

x<-1/(1l:n)#aciklayici degisken

u<-runif(n,0,1) #normal dagilimdan uretilen veri
t<--(log(u))/exp (2*x) #ustel dagilimdan gelen sagkalim sureleri
u2<-runif(n,0,1) #normal dagilimdan uretilen veri
c<--(log(u))/exp(2*x) #ustel dagilimdan gelen sagkalim sureleri
obs<-pmin (t,c) #gozlemler

binary<-as.numeric (t<=c) #sansur verisi
p.model<-survreg (Surv (obs,binary) ~x,dist="exponential")
cox<-coxph (Surv (obs, binary) ~x)

return (c (abs (p.modelS$coef[2]),cox$coef))

}

Simulasyon<-function (n) {
sonuc<-matrix (NA, nrow=2,ncol=100000/n)

for(i in 1:(100000/n)) sonuc[,i]<-Regresyon (n)

\

+ 4+ +V o+ ++ A+

return (c (mean (sonuc([l,]),mean (sonuc[2,]),sd(sonuc[l,]),sd(sonucl[2,]1)))
+ }

> Simulasyon (20)

[1] 2.354260 2.518031 1.179938 1.526266

> Simulasyon (50)

[1] 2.305982 2.367190 1.056158 1.176629

> Simulasyon (100)

[1] 2.2566343 2.840052 0.9602973 1.0091227
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