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DIFERANSIYEL DONUSUM/SONLU FARK YONTEMI ILE DENKLEM SISTEMLERININ
GOZUMLERI

OZET

Bu calismada yeni bir ¢cozim metodu olarak Diferansiyel
Dontistim/Sonlu Fark metodu incelenmistir. Metodun birinci ve ikinci
mertebeden lineer ve lineer olmayan denklem sistemlerine uygulanmasi
arastirilmis ve Adomian Decomposition metodu ile elde edilen
sonuc¢larla karsilastirilmistir. Buna gdre Diferansiyel Doniisiim/Sonlu
Fark Metodunun denklem sistemlerinin c¢oziimlinde de etkili sonuclar

verdigi gorilmistir. Sonug¢ olarak; diger metotlarla
karsilastirildiginda Diferansiyel Dontistim/Sonlu Fark Metodunun
glivenilir ve kesin sonu¢ verdidi ve wuygulanisinin daha kolay oldugu
gorilmistir.

Anahtar Kelimeler: Denklem sistemleri, Niumerik Analiz,
Diferansiyel Doniisiim Metodu,
Sonlu Fark Metodu, Hibrit metot

SOLUTIONS OF THE SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS BY DIFFERENTIAL
TRANSFORM/FINITE DIFFERENCE METHOD

ABSTRACT
In this study, Differential Transform/Finite Difference Method
is considered as a new solution technique. Discretization of system of
first and second order 1linear and nonlinear differential equations
were investigated and approximate solutions were compared with the
solutions of Adomian Decomposition Method. The results show that
Differential Transform/Finite Difference method is one of the
efficient approaches to solve system of differential equations.
Consequently, it was shown that the hybrid technique 1is reliable,
accurate and easy to apply when compared with the methodology of some
known techniques.
Keywords: System of Differential Equations, Numerical Analysis,
Differential Transform Method,
Finite Difference Method, Hybrid Method
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1. GIRiS (INTRODUCTION)

Fizik ve mihendisligin Dbirgok probleminde 1lineer ve lineer
olmayan birinci veya daha ylksek mertebeden diferansiyel denklem
sistemleri karsimiza c¢ikar. Bu sistemlerin ¢ozuimiinde bircok metot
kullanilmaktadir. Sonyillarda ise seri c¢ozime dayali, daha kullanisli
metotlar ortaya konmustur. Bu sayede denklem sistemlerini daha hizli
bir sekilde yakinsak sonucglari elde edilebilmektedir. Bu metotlardan
ikisi Adomian Decomposition Method (ADM) ve Diferansiyel Doéniisiim
Metodudur (DTM) . DTM 1ilk olarak Zhou (19806) tarafindan ortaya
konmustur. Elektrik vyayilim analizinde hem lineer hem de 1lineer
olmayan baslangi¢ deder problemlerinin ¢o6zimiinde kullanilmistir. Bu
yontem simdiye kadar bircok bilim insani tarafindan cesitli
diferansiyel denklem ve sistemlerinin ¢dézimiinde tanim ve teorileri ile
birlikte kullanilmistair [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ve 9].

Bizim bu calismada kullandiimiz Diferansiyel Dontisim/Sonlu Fark
Metodu 1ise yeni bir yontem olarak lineer ve lineer olmayan bazi kismi
diferansiyel denklemlerine uygulanmistir. Bu metot =zaman dediskenine
gore diferansiyel doniisim metodunun, konum dediskenlerine ise sonlu
fark metodunun uygulanmasi ile elde edilen bir metotdur. Uygulanilan
problemin 6zelligine bagli olarak seri formunda ¢oézim veya ag
noktalari izerinde yaklasik c¢oziim vermektedir. Chen wve Ju (2004) "de
diferansiyel ddéniisim/sonlu fark metodunu advektif dispersiv tasinim
denklemine uygulamislardir. 2008 vyilinda Chu ve Chen lineer olmayan
1s1 transfer denklemini bu metotla c¢ozmiislerdir. Yine farkli formdaki
bir 1s1 denkleminin ¢&zimd Chu ve Lo (2008) tarafindan yapilmistir.
Burada ele alinan denklemler Once zaman de§iskenine gdre diferansiyel
donisum metodu kullanilarak ayristirilmis daha sonra konum
degiskenlerine merkezi fark vyaklasimi kullanilmistir. Baslangig¢ ve
sinir kosullarinin doénlistimleri alinarak denklem sistemi es zamanli
olarak cozUlmustir. Daha sonra bulunan vaklasik cozlimler
literatlirdekilerle karsilastirilarak yorumlanmistir.

2. CALISMANIN ONEMi (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Bu calismada yeni bir ¢bzim metodu olarak Diferansiyel
Dontistim/Sonlu Fark metodu incelenmistir. Metodun Dbirinci ve ikinci
mertebeden lineer ve lineer olmayan denklem sistemlerine uygulanmasi
arastirilmis ve Adomian Decomposition metodu ile elde edilen
sonuclarla karsilastirilmistir. Buna gdre Diferansiyel Doniisiim/Sonlu
Fark Metodunun denklem sistemlerinin ¢dzlimiinde de etkili sonuglar
verdigi gérilmistir. Sonug¢ olarak; diger metotlarla
karsilastirildiginda Diferansiyel Dontistim/Sonlu Fark Metodunun
glivenilir ve kesin sonu¢ verdidi ve uygulanisinin daha kolay oldugu
gorilmistir.

3. DIFERANSIYEL DONUSUM METODU (DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD)
DTM temel olarak 1lineer ve lineer olmayan Dbaslangi¢ deger

problemlerini ¢ozmek icin kullanilir. X(t), D bb6lgesinde analitik

fonksiyon olsun. X(t) nin Taylor seri agilimi ‘Vtel)ig"]
@ (t—t,)" (d*x(t)

=20 W

k=0 et

ti==0 oldugunda bu ag¢ilim Maclaurin serileri olarak adlandirilir ve

Vte D igin
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k
= t¢ ([ d x(t
(-3 X @
k!l dt
t=0
formuna sahiptir. X(t) fonksiyonunun diferansiyel dénisimi, VKeK

i¢cin asagidaki sekilde tanimlanir:
H* (d*x(t)
X(k):T[X(t)]ZF T 3 (3)

Burada K ©bdélgesi negatif olmayan tamsayilarin kiimesidir. X(k), K

bdélgesinde X(t) nin spektrumu veya doénilstirtilmiis fonksiyonudur. k

doniistm parametresi, H diferansiyel doniistm metodunun zaman
araligidir.

Taylor seri ag¢ilimindan, diferansiyel donlistimiin ters doénilisimi
asagidaki sekilde ifade edilebilir.

x(t):i(%)k X (k) (4)

k=0
(4) denklemi mithendislik problemine uygulandiginda, X(t) fonksiyonu

sonlu Taylor serisi terimi ve kalan teriminin toplami olarak

n k
x(t):Z[%j X (K)+ R, (t) )
sekliggz yazilabilir.

DTM kullanarak, bir diferansiyel denklem K boélgesinde cebirsel sirali

denklemlere donusturulir. X(t) bilinmeyen fonksiyonunun diferansiyel
donisumi )((k) sirali denklemlerin ¢ozimleri ile elde edilir ve
buradan denklem (4) ve (5) kullanilarak )((k)nln ters donisiUmiinden

X(t) bilinmeyen fonksiyonu elde edilir.

4. DENKLEM SISTEMLERININ DIFERANSIYEL DONUSUM/SONLU FARK METODU
iLE COzZUMLERI (SOLUTIONS OF THE SYSTEM OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS BY USING DIFFERENTIAL TRANSFORM/FINITE DIFFERENCE
METHOD)

Bu boéliimde, lineer ve lineer olmayan bazi denklem sistemlerinin
¢dzimleri vyapilmistir. Sirasiyla Diferansiyel Doéniisim/Sonlu Fark
Metodu birinci mertebeden lineer ve lineer olmayan denklem
sistemlerine uygulanmistir. Calismamizin en Onemli noktasi {cgincl
Ornekte 1se ikinci mertebeden 1lineer olmayan denklem sistemi ele
alinmis, diger metotlarin aksine fazladan bir islem yapmadan lineer
olmayan denklem sistemlerinin ¢dzimiinde de kullanilan metodunun etkili

sonucglar verdigi ortaya konmustur. Sonuglar literatiirdekilerle
karsilastirilmistir tablolar halinde verilmistir.
Ornek 1:

68



e-Journal of New World Sciences Academy LRI
NWSA-Physical Sciences, 340052, 7, (2), 66-73. NUSA
Cilingir Siingti, I. ve Demir, H.

homojen lineer denklem sistemini ele alalim. Denklem sistemine uygun
baslangi¢ kosullara

u(x,0)=sinhx , v(x,0)=coshx (7)
seklindedir. (6) denklem sitemi hibrit metodu ile ayristirilirsa

V(i+1k)-V (i-1k)

(k+2)U (i.k+1)= = U (k) -V (i.k)
. . (8)
(k+ DV (ik +1)=— ('+1’k)2‘hu (=2K) 4 1) (i.k)

seklinde elde edilir. Burada L]U,k) ve \/(Lk), sirasiyla U(X“t) ve

V(X“t) fonksiyonlarinin diferansiyel doniisiimleridir. Baslangig

kosullarinin diferansiyel donlisimleri ise

U (i,0)=sinh(ih) , V(i,0)=cosh(ih) (9)

olarak elde edilir. (8) denklem sisteminde 1ilk olarak kZZOJqZPU
yazilarak LJ(Lk-+1) ve \/(Lk-+1) dederleri hesaplanir. Elde edilen bu

degerler (4) ters donilisim Dbagintisinda yerlerine vyazilirsa digim
noktalari lzerinde vyaklasik c¢ozimler elde edilmis olur. Elde edilen

yaklasik ¢cozlmiin h=0.1 alinarak X=0,1,(0.l) igin U(X,0.00].)

dederlerinin ayni problemi DTM metodu ile ¢dzen Kant ve Aruna’nin elde
ettidi sonuc¢larla karsilastirilmasi Tablo 1’de verilmistir[13].

Tablo 1. Ornek 1’de elde edilen yaklasik sonuclarin ADM metodu ile
karsilastirilmasi

(Table 1. Comparison of numerical results with ADM metheod for test

problem 1)
Simdiki Literatiirdeki Simdiki Literatiirdeki
Hata Hata
Sonuglar sonuclar u Sonucglar sonuclar Vv
u [131, U Vv [131,V
1.000999 1.001000 0.000001 -0.000999 -0.001 7.85 107
0.1 0.955544 0.955540 0.000003 0.044455 0.044459 -0.000003
0.2 0.918205 0.918202 0.000002 0.081794 0.081797 -0.000002
0.3 0.887515 0.887513 0.000001 0.112484 0.112486 -0.000002
0.4 0.862347 0.862346 0.000001 0.137652 0.137653 -0.000001
0.5 0.841823 0.841822 9.441 10~ 0.158175 0.158177 -0.000001
0.6 0.825246 0.825245 6.958 10~ 0.174753 0.174754 -8.4 10~
0.7 0.812051 0.812050 5.171 107/ 0.187948 0.187949 -6.3 107’
0.8 0.801777 0.801776 3.882 10 0.198222 0.198223 -5.0 10~
0.9 0.794040 0.794039 3.310 10 0.205959 0.205960 -4.3 10°
1.0 0.788515 0.788514 0.000001 0.211484 0.211485 -0.000001

D
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Ornek 2:

Birinci mertebeden lineer olmayan denklem sistemi

u,+vu, +u=1

(10)
vV, —uv, —-v=1
gdz o6niine alalim. Problem icin uygun baslangic kosullari
u(x,0)=e* , v(x,0)=e (11)
seklindedir. (11) denklem sistemini hibrit metodu ile ayristiralim. Bu
durumda tekrarlama bagintisi
) koo U(i+1k )-U(i-1k
(k+1)U (i,k+1)==> "V (i,k—k,) ( )= 1)
k0 2h (12)

U (i,k)+8(k)

V(i+1k)-V (i-1k)
2h

(k+DV (i.k+1)=-3U (i.k—k)

+V (i,k)+8(k)
ve baslangi¢ kosullarai
U(i,0)=e" , V(i,0)=e™ , i=012... (13)

seklinde elde edilirler. Baslangig kosullara kullanilarak (12)
tekrarlama Dbadintisindan ardisik diferansiyel doénlsim katsayilara
hesaplanir. Hesaplanan katsayilar (4) ters donisim badintisinda yerine
vazilmasiyla vyaklasik ¢ozimler elde edilmis olur. Elde edilen
¢ozlmlerin hasssasiyeti hesaplanan terim sayisina ve harall@lna
baglidir. Sonug¢lari daha iyi karsilastirabilmek ig¢in bu O&rnekte
h:=0,01 alarak X’'in farkli deferleri icin sonuglari literatiirdekilerle

karsilastiralim. Tablo 2’den gdriildiigdi gibi sonuc¢lar arasindaki
farklilik oldukca azdir.
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Tablo 2. Ornek 2’de elde edilen sonucglarin literatiirle
karsilastirilmasi

(Table 2. Comparison of numerical results with literature for test
problem 2)
Simdiki Literatiirdeki Simdiki Literatirdeki
Hata Hata
Sonuglar sonuglar u Sonucglar sonug¢lar V
u [81,U v [81,V
-0.000999 -0.001 2.107° 1.0 1.0 0
0.1 0.099161 0.099161 3. 107° 1.004904 1.004904 1. 1077
0.2 0.200316 0.200316 0 1.019866 1.019865 1. 1077
0.3 0.303475 0.303475 0 1.045034 1.045034 0
0.4 0.409671 0.409671 2. 107° 1.080662 1.080662 0
0.5 0.519967 0.519967 1. 107° 1.127105 1.127105 1. 1077
0.6 | 0.635468 0.635468 0 1.184829 1.184829 0
0.7 0.757328 0.757328 1. 107 1.254411 1.254411 0
0.8 0.886769 0.886768 1. 107° 1.336547 1.336547 0
0.9 | 1.025084 1.025084 -1. 1077 1.432060 1.432060 0
1.0 1.173658 1.173658 0 1.541906 1.541906 0
Ornek 3:
Son olarak, i1kinci mertebeden lineer olmayan denklem sistemi ele
alalim. Denklem sistemi ve Dbaslangi¢ kosullari asagidaki gibi
verilebilir:
U —Uu, :u(l—uz—vz)
, (14)
V, =V, =—2U°V
X
u(x,0)=e— v(x,0)=L (15)
1+x+e" 1+x+e*
Denklem sistemi diferansiyel donisum metodu uygulanarak

ayristirildiktan sonra ikinci mertebeden tiirevlere merkezi sonlu fark
vaklasimi uygulanirsa asadidaki tekrarlama badintisi elde edilir.

U (i+Lk)—2U (i,k)+U (i-L1K)

(k+1)U (i,k+1) = 7 +U (i,k)
3 S0 (ik)U (ick, —k U (ik—k,) e
3 S0 (i )V (inky =k V ik —k,)
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(k +1)V(i,k+1):V(i+l’k)_2\/(i’k)+V(i—l,k)

h2
k kz
=233 U (i, kU (ik, —k )V (i,k—k,)
k,=0k;=0
Baslangic kosullari ic¢in
: e" : ih .
uihl)=———— , V(1,0)=— , 1=012,... (17)
(i.0) 1+ih+e" (i.0) 1+ih+e"
bagintilari elde edilir. Bu denklem sistemleri eszamanli olarak

baslagi¢c de§erleri vyerlerine vyazilarak ¢ozllirse asagidaki sonuglar

elde edilir. Tablo 3’de h=0.0lalinarak t=0.001 anindaki U ve V
deJerleri ve icerdikleri hatalar verilmistir.

Tablo 3. Ornek 3 de elde edilen yaklasik sonuclarin literatiirdekilerle
karsilastirilmasi

(Table 3. Comparison of numerical results with literature for test

problem 3)
Simdiki Literatirdeki Simdiki Literatirdeki
Hata Hata
Sonuglar sonug¢lar u Sonuglar sonuglar Vv
u (147, U v [14],V
0.999 0.999 -1.78 107° 1.001 1.001 -1.8 10°°®
0.1 1.00904 1.00904 -1.7 107°® 0.991040 0.991040 -1.68 107°
0.2 1.019181 1.019181 -1.7 107°® 0.981179 0.981179 -1.67 107°
0.3] 1.029424 1.029424 -1.6 10°® 0.971416 0.971416 -1.68 107°
0.4 1.03977 1.03977 -1.7 1078 0.961750 0.961750 -1.66 107°
0.5| 1.05022 1.05022 -1.7 107 0.952181 0.952181 -1.67 107
0.6| 1.060775 1.060775 -1.6 10°® 0.942706 0.942706 -1.67 107°
0.7] 1.071436 1.071436 -1.7 1078 0.933326 0.933326 -1.67 107°
0.8 1.082204 1.082204 -1.6 107 0.924039 0.924039 -1.66 107°°
0.9] 1.09308 1.09308 -1.6 107°® 0.914845 0.984845 -1.67 107°
1.0| 1.104066 1.104066 -1.7 1078 0.905742 0.905742 -1.67 107°

5. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Bu c¢alismada i¢ farkli tirden denklem sistemi gdz Oniine
alinmistir. Birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemine
diferansiyel doéniisiim/sonlu fark metodu uygulandiginda sonu¢larimiz

gbstermistir ki; hde@eri cok kiicik bir deer olarak alinmamasina
ragmen vyaklasim oldukga tutarlaidair. Ikinci asama olarak birinci
mertebeden lineer olmayan denklem sistemi g6z Online alinmistir.
Lineerlestirmeye gerek duyulmadan denklemler ayristirilmistir. Sadece
sonlu fark adim araligi inceltilerek sonu¢ alinmis ve sonug¢larin
icerdikleri hatalarin oldukg¢a kiigik degerler oldugu gorilmistir.
Calismamizin asil Ornedi olan ic¢iincli o6rnekte ikinci mertebeden lineer
olmayan denklem sistemi gdzonine alinmis, yine lineerlestirme
yvapilmadan denklem sistemi ayristirilmistir. Iki boyutlu diferansiyel
doniisim metodunun aksine katsayilarin kolaylikla Thesaplanabilegdi
karmasik toplam terimleri icermeyen tekrarlama badintilari elde
edimistir. Yine sadece sonlu fark adim aralidi inceltilerek sonuclar
alinmis ve sonuc¢larin analitik ¢ézimle tutarli oldugu gorilmustir.

Sonu¢ olarak yeni bir metot olarak diferansiyel doéniistim/sonlu
fark metodu iki farklza sayisal metodun farklza 6zelliklerini
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birlestiren kullanisli bir metottur. Lineer ve lineer olmayan
denklemlere dogrudan uygulanabilmekte ve yliksek mertebeden denklemler
icin tekrarlama bagintisini karmasik islemlerden uzak tutarak
hesaplanmasini saglamaktadir. Bu haliyle bu metot bilinen klasik c¢dzim
yontemlerinin aksine daha kullanislz, daha pratik, daha hizli
vakinsayan etkili bir metottur. Yine diferansiyel doénlisim metodunda
baslangi¢ kosullarinin ddénusum katsayilarinin hesaplanmasinda Taylor
acilimlarina gereksinim duyulurken diferansiyel ddénustum/sonlu fark
metodunda dodrudan yerine yazilarak hesaplanmasi sadlanmaktadir. Bu da
farkli baslangi¢ kosullarinin gozonine alinmasini kolaylastirmaktadir.
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